CALEGIOL MATIOHAE
MIBAL VITEAZDL
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S1 CFRCETARII

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a X1II-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

arcsin (nx)dx si

n

Fie sirurile (an )n>l’ (b )n>1 definite prin termenul general a, =

‘~0_,3 [

=
il
—_

respectiv b, = | arcg (nx)dx.

‘ﬁt_.g =

n+l

a) Ardtati ca a, <2b, pentru orice neN, n=>4.

b) Calculati lim <o,

n—o b
n

Anca Banicd, Slobozia
Solutie:

: - : 1 . 1 :
a) Cu schimbarea de variabild y = nx, obtinem a, =— J. arcsin y-dy, b, =— J. arctgy-dy si
n n n n

ntl

—

n+

a —2b =

I |-

1
I (arcsin y — 2arctgy)dy .

Fie functia f: [O,l] ->R, f(x) = arcsin x —2arctgx . Pentru x € [O,l) avem
x4+ 6x>-3

1+x2+2 1—x2)(1+x2) 1—x*

2 1+xP-241-4°
+x° (1+x2)\/1—x2

"(x) = sau f'(x)=
e o

.. 2p

4 96 21 . . .
Pentru x > 5 avem xt+6x*-326x*-3> " -3= > >0, deci functia continud f este

crescatoare pe [%,lj, iar cum li;rllf(x) =f(1),avem f(x)<f(1) :%_2.% -0,

1
Vx e i,l . Pentru n>4 avem Lzﬂ,adicé e i,l si atunci If(y)dySO,
5 nil 5 n+l 5 )

il

adicd a, <2b , pentru oriCe M4 . .. ... ...ttt 2P
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b) Aplicdm teorema de medie pentru fiecare din cele doud integrale definite si rezulta ca exista
n 1 1 n
,p, €| ——.1| astfel incat ¢, =— | arcsin =—| l-——— |arcsin(¢, ),
e (n+l j n;[ ()b n( n+lj (%)
el
1 1 1 . a, arcsin(&,)
b =— | arct, =—| 1——— |arct . Rezultd atuncicd L=—17" ... .3
” n;[ g n[ n+lj 2(~.) b, arcig(p,) P
el
T
: : : inl o
Cum lim¢ =limp, =1, avem lim&e =32 _ 2D
. n— oo b arctgl T
4

Problema 2.

X 1
Determinati functiile continue f [O,l] — R cu proprietatea cc J. f (t)dt = J. f (t)dt,
0 %2

pentru orice x € [O, l] .

Gazeta Matematicd

Solutie:
Fie F:[0,1]] >R o primitivd a lui /. Relatia din enunt se scrie F(x)—F(0) :F(l)—F(xz) .

Prin derivare se obtine

Demonstram intdi ca f (x) =0, pentru orice x € (O,l). Presupunem cd existd x, € (O,l) astfel
incat f(xo) # 0. Pentru x = x, relatia (*) devine

f(xo) =—2x0f(x§) , f(xo),f(xg);to (D)
Inlocuind in (1) pe X, Cu )cg,)c:)‘,...,xgw1 , obtinem relatiile

f(2)=-257(5) . £(x). s (x3)%0 @

7(5)=-257(x) . £(x)./(x2)=0 )

. .o o A . . "~ . « e A - i T .
Din relatiile de mai Tnainte prin inmultire i tinand cont ca f (x02 );t 0, k=1,n, obtinem

F(x)=(2) 5T f (57 adica f(x)=(-1)"27% " f () sau
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L Avem lim ()= f(limxg")z 7(0), pentruca f este

xO n—>w

continud st x, € (O,l) S 2p

H—>0

De asemenea lim2"x; = lim px? =0, pentru ci x, E(O,l) . Atunci
po®©

fx)= }ggf(xo): igngo[(—l)n 2" %2 -f(xgn )xi) =0. Contradictie.
0

Deci f(x) =0, pentru orice x € (0,1) si cum f continud pe [0,1] rezultad f(x) =0,

Vx €[0,1], functie care verificd relatia din enunt. ................coiiiiie ol 2

Problema 3.

Se considerd inelul claselor de resturi (Zn,+, ) neN, n>2.
a) Dacc n este numdr prim ardtati ca (x + y)n =x"+y" pentru orice x,y €.
b) Dacd (x + y)n =x"+y" pentru orice x,y €Z , ardtafi cd n este liber de patrate.

¢) Fie a,b,c €7, astfel incdt b=ac si multimile A= {x ez,

ax=6} si Bz{ern|ax=b}.

Ardtati ca A si B au acelasi numdr de elemente.
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:

a) Deoarece n este prim, atunci (Zn,+,-) este corp, deci (ZZ,) este grup si atunci pentru orice

* ord(Z), 1 c. . Al A -
aeZ, avem a ( ):a” =1 siimediat a" =a.Cum 0 =0,rezultdcd a" =a, VaeZ,.

Imediat (x+ ) =x+y=x"+)" VX, YEZL, . ....c.ceeiiiimiiiiiiicceicceecceeeceee e 3P

A\

b) In relatia (x+y)" =x"+y", facem x = 1, y=-1 si obtinem i+(—l) —0. Daca n este

numar par, avem Q=(), adicda n=2. Evident 2 este liber de patrate. ............................. 1p

~ ~

Fie n numar impar. Evident 0"=0 si 1" =1. Avem 2" :(i+l)n 1" +1"=1+1=2

2

3" = (§+i)n =2"+1" =2+1=3 si recursiv (k+l)n =k +1"=k+1 =(k+1), deci x" =x,

VX E T, . oo 1p
Demonstram cd 7 este liber de patrate. Daca prin absurd existd p numér prim astfel incat
p’ln, atunci n=p*-m. Fie x = pi =0, atunci x° = =0, deci x" =x’x"?=0#x;
contradictie. Asadar 7 este liber de patrate. ..ot 2p
¢) Cele doud multimi sunt nevide (6 €A si ce B). Consideram functia f: A —> B,

f(x)=x+c, care este bine definita, decarece Vx € A, avem a(x+c)=ax+ac=>, adica

f (x) € B . Se arata ca functia este bijectiva si atunci CardA4 = CardB .
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Solutie alternative pentru a)

Demonstram cd dacd p este numar prim, atunci C;f ,k=1p-1sedividcu p. Avem
1) (p—k+1

Cr = r(r-1) k'(p ) eN, deci k!|p(p—1)-...-(p—k+1) , Deoarece p este prim,

k<p si (k!,p)=1, rezulta ca k!|(p—1)-...-(p—k+1), deci Ck = p-a, unde
(p—l)-...-(p—k+l)

a=

ol eN. Atunciin Z , avem C’; = p-a=0, Pentru » numar prim, avem
" n—1
(x+y) =x"+y" +ZC,fx"’kyk =x"+y".
k=1

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a XI-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

. . . 1, .
Fie (x,)  unsirdatde x, =15si x,,, =x, —SX pentru orice 7>0.

Determinati limnx, .

n—>0
Solutie:

1 R < s <
Avem x, , —x, = —Exj <0, ceea ce inseamna ca sirul (x,) = este descrescitor . De asemenea

cum sirul este descrescator, rezultd cd x, <x, =1,Vn >0. Prin inductie se demonstreaza ca

x, 20, Vn>0. Asadar sirul este monoton si marginit deci este convergent. ................... 3p

. A . e . - . ) 1
Fie x, =L € R. Trecand la limita in relatia de recurentd obtinem ecuatia L = L — ELZ cu

sOlUtIa L = 0. oo 1p
Avem nx, = % =—2. Vom folosi teorema Stolz-Cesaro:
X,
1 x [l—xnj
an+1_a _ h —hn xn'xn+1 — [ J
= =2|1-—=x, 2p
bn+1_b l — l xn_xn+1 lxn 2
'xn+1 xn 2
. a,,—a, .. 1 o1
Cum lim-—2—2=Iim2 l—zxn =2,rezultd limnx, =2 2P
n—>0 n+l_ , n—>0 n—>0

Problema 2.

Fie matricea 4 €M, (RR) astfel incat A**° = 4> Ardtati cd matricea I, — A+ A4° este

inversabila.
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:
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Fie B=1,— A+ A° Din 4" = 4’ rezulta det( 4™ )=det 4> = (det 4)"" =(det 4)’ s
atunci det A€ {0,1,—1}. ... AP
L. Dacd det A =0, din formula Hamilton — Cayley, avem A2 =1r(A)- A si imediat

A =(rA)™ - 4. Rezulta (174)

2025

-A=(trd)A. De aici A=0, sau trA=1 sau tr4=0 sau

A == 1p
1. Pentru 4=0,, avem B =1, iar pentru r4=1, avem A% = 4 si atunci B=1,-A+A=1,,

deci B esteinversabild........ ... ... 1p
2. Pentru 74 =0, avem 4> =0, si atunci B=1,—A4. Dar

B(12 +A):(12 +Al)B:Iz—A2 =1, decit B esteinversabila. ...................................1p

3.Pentru rrA=—1, avem A° =-A siatunci B=1,—A—A=1,—2A4 Tinand contcid 4’ =-4
cautdm o matrice C =1, +aA astfel incdt BC=CB=1,. Avem

2

BC=CB=(I,-24)(I,+ad)=1,+(a—-2)A-2a4* =1,+(3a—2) A. Atunci pentru a = %,
avem BC=CB=1,, deci matricea B esteinversabila. ................................. 1p
IL Dacd det A=1, atunci 4 este inversabila, 4°> =(#rd)A—1, si B=(rA—1)A.Demonstram
cd rA—1+#0 siatunci B este inversabild. Presupunem prin absurd cd #74 =1 si atunci

A =A-1,sau A —A+1,=0, siimediat A3+12 =(0,. Din A =—1, rezultd

A20%6 — (A3) <A :(—[2)675 A=—A. Atunci 4> =40 =—4 ¢ cum 4> = A—1, rezultd

A= —%Iz contradictiecu det A=1saucu trA=1. ... 2p

IIL Daca det A=—1, atunci 4 este inversabila, 4°> =(trd)A+1, si B=2I,+(trd—1)A.
Daca 4 =1, atunci B =21,, care este inversabila.

tr4-1

Daca rA—1+#0, avem B=2(I,+ad) cu a= #0.

Analog ca la 1.3. cautim o matrice C = %(I2 +xA) astfel incdt BC=CB=al,,cu a#0.

Avem BC =CB=(1,+aA)(I, +x4)=1,+(a+x)A+axA>. Cum
=(trd)A+1,=1,+(2a+1)A, avem BC=CB=1,+(a+x)A+ax(l,+(2a+1)A4), sau

a+x+ax(2a+1
BC:CB:(ax+l)12+(a+x+ax(2a+l))A:(ax+l)[12+ (l )AJ, impunem
ax +
—a —a’ a’+a+l
conditia a+x+ax(2a+1)=0 deunde x=———, ax+l=—5——+1=———#0,
2a°+a+1 2a°+a+1 2a°+a+1
2
. +a+1 . . . :
Deci BC:CB:az—alz, adicd matricea B esteinversabila. ...............................2p

2a°+a+1
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Fie functiile f,g:R—>R, f(x)=ax+b,cu acR\{-1,0,1}, beR, g continui cu

g(l—j =0 si care pentru orice x € R verifica relatiile:
—a

g(x)é(gof)(x)Jrf(x)—lL, g(x)g(gofl)(x)—erlL, unde /' este inversa
—a —a

functiei f .

a) Pentru b =0, aratati ca g(x)=1ﬂ.
—a

b) Pentru a e(—1,1) determinati functia g .

Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:
a) Pentru =0, avem g(0)=0, iar relatiile din enunt devin g(x)<g(ax)+ar,

g(x)< g(fj—x,Vx eR. In ultima relatie inlocuim x cu ax §i avem g(ax)<g(x)-ar,
a

VxeR. Obtinem in final g(x)=g(ar)+ar,vxeR si g(x)=g(£j—x,VxeR ............... Ip
a

Pentru a €(—1,1)\{0} in relatia g(x)=g(ax)+ax, inlocuind succesiv pe x cu

_ . .. -1 k k T A ~
ax,a’x,...,a" 'x, obtinem relatiile g(a x) =g(a x)+a x,VxeR, k=1n siinsumand

aceste relatii, obtinem g(x) = g(a”x) Za X = g(a x)+a llx Deoarece functia g este

continud si a €(—11), avem g(x)=1limg(x)= g(O)+Lx = ILX ................................... 2p
n> —a —a
Pentru |a|>1 (a e(—o0,—1)U(1,0)), in relatia g(x)=

X ) )
g(— —x,Vx elR . inlocuind succesiv
X
pe x cu —

a
x
— kl,VxeRk Ln si

Q| =

) . X
,— , obtinem relatiile g| — |=¢
a a a

n (o)
al g[iJ—Lx, Deoarece

. A . x
insumand aceste relatii, obtinem g(x)= g[—nJ —~
a

functia g este continua si |a|>1, avem g(x)= }glog(x) =g(0)+ X = lix. Deci pentru

—da

b=0si acR\{-1,0,1}, g(x):lix ................................................................................... 2p
—-d
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b) Cum f este bijectivd, inlocuim in g(x)é(gofl)(x)—erlL pe x cu f(x) si obtinem
—a

(gof)(x)ﬁg(x)—f(x)-i-% si tinand cont ci g(X)S(gOf)(x)-i-f(x)—%j obtinem

g(x)=(gof)(x)+f(x)_£,wem 1)

Sau

g(x):(gofl)(x)—x—i-%,VxeR (2)eioe Ip

Notam f, = fo fo...o f . Se demonstreaza prin inductie ca
S ——
fde pori
a' -1
a-1
In (1) inlocuind succesiv pe x cu f(x), f,(x)...., f,., (x), obtinem relatiile

fn(x)=a”x+b(a”_l+a”_1+...+a+1)=a”x+b

g(f,H (x))=g(fk(x))+fk(x)—i VxeR, k=Ln (f,(x)=x) si insuménd aceste

l-a’
relatii, obtinem g(x) = g(fn (x))+zn:fk (x)—ln—b, VXER Ip
k=1 —d

Deoarece

n n ko n_ n_ n_ b n_l
x)= ax+b =a X+ a -nl=a X N ,
7 i a -1 a’ -1 bl a’ -1 a’ -1 ( ) nb
k=1 a-—

+ —+
= a-1 (a-1) 1-a

Vx e R, atunci

n_l n_l n_l . . .
g(x)=g a'x+b2 +al " xrap 2 —, Vxe R . Deoarece functia g este continud si
a—1 a—1 (a—l)

ae(-11), avem g(x):£i£?0g(x):g[lfaj+ litax— (1id;)2 , i cum g(%j=0, rezultd

b b
g(x)zlit a a [x—l j ................................................................................ 2p

X — =
a (l—a)2 1-a —a

. . b\ .
Obs. Se poate demonstra, folosind relatia (2), ca g(x)= li(x —l—j si pentru |a|>1.
—a

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a X-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

i3

Se considera numarul complex & :_%+T si functiile f,g:C—>C, g(z):z—g s
ef(z)+f(ez)=g"(z). pentru orice z€C.
3
Daci i |g(22) <1, aratati ca || <=
a) Daci |g(z)| <1si |g(z )|< , ardtati c& |z| < 5

b) Determinati functia f .
Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:

Avem |g|=1, & +e+1=0 s & =1. ... 1p
a) Avem g(zz)—gz(z)zzz—8—(2—8)2 :282—(82+8):282+1 si atunci
282=g(22)—g2(z)—1. ................................................................................... 1p

Avem 2|Z|:2|gz|:|g(zz)—g2(z)—l|S|g(zz)|+|g2(z)|+|—l|<1+1+1:3, de unde |z|<%.

.................................................................................................................. 2
b) Pentru orice z € C, avem relatia P
8f(z)+f(8z) =g° (Z) (1)

in relatia (1) inlocum z cu &z, respective £z si tinind cont ca &° =1, obtinem relatiile
gf(gz)+f(gzz) =g’(ez) (2)
sf(szz)+f(z) = gz(gzz) (3)
La relatia (3) adundam relatia (2) inmultitd cu —& si obtinem
&’ f(ez)+ f(2)=¢" (522) —eg’(ez) (4)
................................................................................................................. 3p

La relatia (4) adunim relatia (1) inmultitd cu &° si obtinem
(1 + g3)f(z) =g (522) —eg’(e2)+€’g*(z), adicd
2f(z)= (522—5)2 ~g(ez-e) +e*(z-¢) = (54 -& +52)22 —2(33 +&° —53)z+52 -+t

csau 2f(2)=—22"=22-2, f(z)=—(2+z+1). . 2p

_-: MINISTERIM. LDXUCATIEL
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Problema 2.
. .. . 242 =3
Determinati solutiile reale ale sistemului . .
27 427 =3

Nicolae Bourbdicut, Sarmizegetuza, G.M. 12/2025

Solutie:

Din prima ecuafie, avem 3=2% +2"7 >1+2"* adici 27 <2, deunde y>0. Analog din a
doua ecuatie x>0 . Deci x,y e [0, 00) RS Ip
Din cele doua ecuatii prin scadere obtinem f'(x)=f(y),unde f:[0,0) >R,

f(x)=2" 2" Pentru 0<x, <x,,avem 2% <2%, 2" <-2'"% adicd f(x)<f(x,),

ceea ce Tnseamna cd functia este strict crescatoare, deci si injectiva. Rezulta atuncicd x=y .

Atunci, avem de rezolvat ecuatia 27 427 =3 sau g(x) =3,unde g: [0,00) —->R

g(x)= 2% 42 =g (x)+g,(x). Cum functia exponentiald este convexd, atunci
1Y :

g, (x) =2- [EJ este convexa. Cum functia 4: [0,00) —>R, h(x) =2" este convexa, avem

2 < 0% 1 (1-2)2%, W, x, 20, VAe[0,1] (*)

Cum x,,x, >0, atunci x, =a’, x, =b” si relatia (*) devine 2™ < 127 +(1- 1) 2,

Va,beR, VA €[0,1]. Se aratd cd (ﬂa +(1 —xi)b)2 <Ja’ +(1-2)b* (prin calcul echivalentd

cu A(1=2)(a—b) >0) si atunci avem 2% (" < 2% 47 < ao¢ (1 2)0% g peR,

VAe [0,1], ceea ce inseamna ca functia g, (x) =2 este convexa. (Eventual se arata ca

arb @bt & | Ab?
2( ) e s%, Va0 oo 3D

Atunci functia g este convexa si prin urmare ecuatia g(x) =3 are cel mult doud solutii. Cum
£(0)=g(1)=3, rezulta ca ecuatia g(x)=3 are solutiile x=0, x=1 si atunci solutiile

sistemului sunt (x,y)e{(0,0),(l,l)}. 2D

Problema 3.

Fie (an)

a+a ,<2a

n n+2 — n+l2

51 un sir de numere reale strict crescator cu g, >0 care are proprietatea ca
pentru orice neN".

a) Dacd ¢, =1, a, =2 i toti termenii sirului (a,)

sirul (an )n21 )

> Sunt numere naturale, determinati
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b) Dacd p > 2 este numadr natural, calculati

a +,p/a Ya, +#a, #a +wp/a ,”/a +{fa .
1 3+ 2 4+ 3 5+“.+ n n+2 anN.
Ya
n+l

p' P P
a2 a3 a4
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([a] reprezintd partea intreagd a numarului real a)
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie:

<2a

n+2 — n+l>

(b,),, este descresctor. Atunci din b, <b, =1, b, >0 (sirul (a,)

a)Din a,+a avem a,,—a _,<a., —a, si,notand b =a, ,—a , rezultd ca sirul

este strict crescator) si
nzl >
b eN rezultd b, =1, Vn2>1, adicd a,,, =a,+1 siimediat a, =n, Vun>1...................3p
Solutie alternativa: Din a, +a, < 2a, , rezultd a, <3 si cum sirul este strict crescator iar a, e N
, rezultd a, =3. Prin inductie se aratd cd a, =n, VneN".
b) Avem

c p\/ak Vo _ \/ \/C’k+z _ N« Qo Yapa {7/ )

= += » Cum

k 1 \/C’k+1 k= 1\/“k+1 \/C’k+1 \/5’2 k 2 \/C’k+1 i \/C’n+1

Nap  RNlagy : . .. e p\/a \/

> = >?2 (inegalitatea mediilor) si >

\/ A1 ay \/ \/ | \/ dnn

Pla, +%la

strict crescétor) atunci Z A n l +1=2n-1. 2D
= N

Nax +yag

ak+

>1 (pentru ca sirul este

Demonstram ca <2, pentru orice k €« N*. Folosind inegalitatea

(a+b)” <2p_1(ap +bp), a,b>0, a#b (se demonstreazi prin inductie dupd p e N", p>2

sau folosind convexitatea functiei f : (0,00) - (O,oo), f (x) =x"), inegalitate care se mai scrie

Cl+b<p«'2pil (Clp +bp) , avem p,[ak +p1’ak+2 <d2p_l (Clk +ak+2) . Cum ap+a;. - _2ak+1,

atunci £, +8lap,, <¥/27ay, =28/a;,, . Deci avem

p,[ak +p’\,ak+2 .. . < p‘\/ak ‘\/ak+2

p—<2 si imediat Z 03D
N+ P (e

Rezultd in final ci Z% V%o =201, e 1D
k=1 \/akﬂ

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a IX-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Fie fnctia [ :N—N, definitd prin f(n) ={%}

a) Daca sirul de numere naturale (an) este o progresie aritmeticd astfel incdt sirul

nx1

( f (an )) o este progresie aritmeticd, atunci ardtati cd tofi termenii sirului (an) au aceeaqsi
nz

n=1
paritate.

b) Determinati numerele naturale nenule m,n, p stiind ca f (n3) =p" si p este prim.

¢) Determinati functiile g:N — N care pentru orice neN verifica relatiile g(n) <f (n)
1+(-1)"

5
( [a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a)

g(n+1)>g(n)-

Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie:

a) Fie r €N ratia progresiei (a,) _, . Cum sirul ( f(a, ))n> | este progresie aritmetica, atunci

pentru orice neN* avem f(a,)+ f(a,,2) =2/ (a,,1), adicd {%}{an +2V} :2{% +V}

2 2

a a, +r . o o . ..
sau 2[?”} +r= 2{ ”2 } , de unde rezultd cd », este numar par. Asadar ratia progresiei

(an) este numar par si atunci tofl termenii au aceeasi paritatea (aceeasi paritate cu a; ).
nzl £ H £ £

3 3
b) Din f(n3):pm,adicé {%}:pm avem pm£%<pm+l<:>2pm£n3<2pm+2,de

unde 7’ e{2pm,2p’"+l}. ................................................................................ 1p
Dacd n° =2p™ rezulti cd p=2 sidin n’ =2"" rezulti cd m=3k—1 ¢i n=2", keN".
Dacd n° =2p™ +1, avem n’—1=2p", adicd (n—l)(n2+n+1):2p’”. Fie

a’:(n—l,n2 +n+1) :(n—l,(n—l)(n+2)+3) (d estec.m.m.d.c.) si atunci d[3, deci d €{1,3}
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Pentru d =1 din (n— )(n +n+1) 2p™, n’>+n+1 numir impar, n—1<n>+n+1, avem
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n—1=2si n* +n+1=p” siatunci n=3, p” =13, adica p=13, m=1.
Pentru d =3, rezulta 32|2p’",deci p =3 siatunci din (n—l)(n2+n+1):2-3’", n +n+l

numir impar, d =3, n—1<n’+n+1,avem n—1=6 si ”’ +n+1=3""si atunci n=7,
3" =57, care nu are solutii naturale. .................... ... 2P

¢) Avem g(0)< f(0)=0 si cum g:N >N, rezultd g(0)=0.De asemenea g(1)< f(1)=0

,deci g(1)=0. Avem g(2)< f(2)=1si g(2)>g(1)—%=O.Din g(2)e(0,1]nN

rezulta g(2)=1.inmod analog g( ) f( ) si g(3)>g(2)—%—1 1=0, rezulta

g(3)=1.

p,dacin=2p,peN

Demonstram prin inductie c& g(n)= { {ﬂ .Pentru p =0 avem

p,dacin=2p+1, peN
g(0)=g(1)=0. Presupunem ca g(2p)=g(2p+1)=p si demonstram ca
g(2p+2):g(2p+3):p+1. Avem g(2p+2)£f(2p+2):p+1 si

g(2p+2)>g(2p+l)—%:p—02p si cum g(2p+2)eN rezulta g(2p+2)=p+1.De
asemenea g(2p+3)£f(2p+3)=p+1 si g(2p+3)>g(2p+2)—%:p+l—l:p si deci

g(2p+3)=p+1. Asadar g(2p)=g(2p+1)=p adica g(n) :[g} =f(n). .o 3p

Problema 2.

Fie triunghiul ABC si D e (BC) astfel incat BC =3-BD . Fie I centrul cercului
inscris in triunghiul ABC si M simetricul lui / fatd de D). Stiind ca

MA+MB+MC +2-AB = 6, aratati cd ABC este echilateral.
Petru Todor, Sebes, G.M. 1/2026

Solutie 1:

Oficiu .. s S | 1
Fie & centrul de greutate al tnungh1ulu1 ABC Folosmd relatla 1u1 Le1bn1z

MA+MB+MC =3MG , relatia din enunt devine
24B+3MG =0 (1)
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MB+—MC VY
. BD 1 — 2MB+ M .. .
Din — =— rezultdi MD = 2 = MC . Deoarece D este mijlocul lui (M),
DC 2 1 1 3
_l’_i
2
avem ]\Wzﬂ\ﬁzw sau 3MI =4MB+2MC . ... 3p
Avem 3MI =2(MA+MB+MC)+2(MB—MA) = 6MG~+24B, deci 24B =3MI —6MG
.................................................................................................................. 2p
Inlocuind in (1), obtinem 3MI —6MG +3MG =0, de unde MI = MG , sau I =G, adica
triunghiul este echilateral......... ... .. .. .. . 2p

Solutie 2:

Notam Z vectorul de pozitie al punctului P si avem in general ST = E —g :
: o . P ATyt o o
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si atunci 7, = s Scriem relatia din

enunt cu vectori de pozitie Z(FA —ty ) + 2(’”3 —rA) =0, adicd

.................................................................................................................. 2p
T
B — Bt 2r 4 . .

Din — == rezultd r, = 21 =5 7' Deoarece D este mijlocul lui (M), avem

I+—

2

J— —_— 2@4.5 — [ — — —
ry =21, —1 =2 =1, sau 3ry, =4ry +2r. =31, o 3P
Inlocuind in (1), avem 3rG—(4g+2E—3Z)+2(rB —rA)=61p

Avem 3rG+3Z—2(g+E+rA)=6, adica 3r,+3r, —6r, =0, deunde 7, =r, < G =1, deci

triunghiul ABC este echilateral. ........ .. .. .. ... . ... 3p

Problema 3.

2 2 2
+b" +
Fie a,b,ce (O,oo) cu a+b+c=1. Demonstrati inegalitatea % +18abc<1.

Marin Ionescu, Pitesti
Solutie:
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(a +b+c)2

Folosind inegalitatea a’ +b° +¢° > (inegalitate care este echivalenti cu

a’+b*+c” > ab+bc+ac sau (a—b)2+(b—c)2+(c—a)2 >0) avem

2 2 2 2 2 2
Ja th te Sa thite . 3P
3 a+b+c

2abc(l+1+1j

Sy S 2(ab+be+ a b c

Cum mzaerJrc— (a < ac)=a+b+c— a b c , avem
a+b+c a+b+c a+b+c

2abc(l + 1 + lj

at+b*+c*  a*+b +c? a b ¢
< =a+b+c— e 2P
3 a+b+c a+b+c

1 1 1 .
Deoarece(a+b+c)(—+—+—j:3+£+2+£+£+2+£29 atunci

a b c a ¢ a c
T 1 1
2abc| —+—+—
a+b*+c* _at+b+cf [a b cj 18abc
< =a+b+c— <atbtc————
3 a+b+c a+b+c (a+b+c)
................................................................................................................... 3p
2 2 2
a +b"+c 18abc . ) ) . .
Asadar + ><a+b+c,iar cum a+b+c=1 obtinem inegalitatea din
3 (a+b+c)
CIIUNL. .o e 1p
. .. o ) . X
Solutie alternativia: Omogenizam inegalitatea din enunt: a = , b= b4 ,
X+y+z X+y+z
z . )
c=——m—— X, V,Z€ (0,00) . Inegalitatea de demonstrat devine
X+y+z

2+ 2+ 2 1 2 2 2 18
Al 22 + 832 =<1 sau,/x YTz 22 > <X+y+z, carese
3(x+y+z) (x+y+z) 3 (x+y+z)

demonstreazi ca mai Tnainte.

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



CALEGIOL MATIOHAE
MIBAL VITEAZDL
SLUBUZIL

B MINISTERUL EDUCATIEI
" §1 CFRCETARII

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
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EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a VIII-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.
a) Demonstrati cd daca a,be R si m si n sunt numere naturale cu aceeasi paritate, atunci
2 2 2

a’+b?
2

g% 4 ploo 30
b) Demonstrati cc 5 > oricare ar fi a,beR.

Solutie.

a) Serescrie inegalitatea sub forma (a’” —b’”)(a” —b" ) >0
Daca m si n sunt impare, atunci
- pentru a=b=>a" 2b",a" 2b" =a" ~b" 20,a"~b" 20=(a" ~b")(a" -b") 2 0
- pentru a<b=a" <b”,a" <b" =a”" -b" <0,a" -b" < O:>(a’” —b’”)(a” —b”) >0......... 2p
Daca m si n sunt pare, atunci m=2k,,n=2k,, cu k,k, eN
- pentru a® >b* = 2% a7 2 = a" > b7 a" > b :>(a’” —b’”)(a” —b”) >0
- pentru @’ <b> = ah <b a® <b > a" <b" a" <b" > (a’” —b’”)(a” —b”) >0....... 2p
b) Folosim inegalitatea de la a) pentru m si n pare
alOO +b100 . Cl2 +b2 Cl98 +b98

2 2 2
&+ b N B +b: a® + b
2 2 2

a*+b* . a+b> a+b’
. 22 2
Inmultim relatiile si obtinem inegalitatea ceruta................................o 3p




B 1 INISTERUL EDUCATITI
" §1 CFRCLTARII

SLUBIZiL

W H‘\E.ﬁ.f"‘

- i
e X
by }%«
- Y 1 g # K = 3
CALEGIOL ANTITAE 1 i =
WIBAL VITEAZDL r 'l'w. #‘r. Y

Problema 2.

Fie a, b, ¢ numere reale nenule, distincte doud cdte douc si d un numdr real. Sa se
demonstreze  cd ecuatiile ax® +(b+d)x+c=0, bx* +(c+d)x+a=0, o’ +(a+d)x+b=0

au o solutie comund dacad si numai daca a+b+c+d=0.

Solutie.

Demonstram implicatia directd. Fie x, solutia reala comuna, atunci

ax,” +(b+d)x,+c=0, bx)” +(c+d)x,+a=0, ex* +(a+d)x,+b=0
Scad primele doua relatii =

(a—b)x;+(b—c)x,+c—a =0:>a(x§ —1)—bx0 (x,—1)—c(x,—1)=0=
c—a

(x,—1)(ax, +a—bx,—c)=0=x, =1 sau x, = 5
a—

Scad prima si a treia relatie =

(a—c)x§+(b—a)x0 +c—b=0= ax, (x0—1)+b(x0 —1)—c(x§—1):O:>
c—b

a—c¢

(x,—1)(ax, +b—cx,—c)=0=x,=1saux, =

Scad a doua si a treia relatie=

(b—c)x; +(c—a)x, +a—b:O:>b(x02—l)—cx0 (x,—-D—a(x,-1)=0=
a—-b

(X, —1)(Bxy +b—cxy —a) =0=> X, =1 8AU Xy = ——— oo 3p
—c

Presupun cd 1n afara rddacinii comune x, =1, mai existd o rddacind comund ceea ce inseamna

c—a ¢
a-b a

_azb =a’+b*+c* :abJrachbc:>(a—b)2+(b—c)2Jr(c—a)2 =0
¢

—¢ b-

Cum x, =1 este rdddcina comund = a+b+c+d =0.

Reciproc, dacd a+b+c+d=0=>b+d=—(a+c),c+d=—(a+b),a+d=—(b+c)........ Ip

atunci ecuatiile se rescriu

. ¢
ax’ —(a+c)x+c=0 cusolutiile x, =1, x, =—
a

bx* —(b+a)x+a =0 cu solutiile x, =1, x, :%
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) . b
ex’ —(c+b)x+b=0 cu solutiile x, =1, x, ==
C

Dect x; =1 este SOIUtIe COMUNA. ..........coooiiiiiiiiiiit oo 3p

Problema 3.

Fie ABCDA'B'C'D' un cub si M, N, P, QO mijloacele muchiilor BC, AD, CC’, respectiv DD".
Notiim AM NBD={E}, CNNBD={F}, DPNCD'={E"} C'QNCD'={F"}.

a) Demonstrati ca EE'=FF"' si EE'||(AC'Q).
b) Determinati sinusul unghiului format de dreptele EE' si FF'.
c) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABD. Demonstrati cd EE'|| (GFF ').
Gazeta Matematica nr.1/2026

Solutie.
D oy
F -
~
' ~ -
! ~ ol
i ! N -
A L] N B! -
T ~ -
] -
¢! A -
| < B -
! | \F’;
! | P AN
," I PR
- f
/ : - ! .
! P I ~
ra) : y AP
/ ~ -
t , 1 ) ~ .
L ' AN -
i s 1 ' N EI,”
I s | ' »
i’ | PRl
T i PR N
/ ! i PR ~
ra ! I . / ~
s} | ! - ,, ~
o1 ! ! ”’ ’ ~
,’ i | i~ lr \\
’ ! ! P 4 ~
i 1 - 4 N
s B D . i ’ N
. i ST b o e c
’ - ! gy S S e
I - P
RS- T5y s
¢ Nzt SEV .
’ P ~ = "
rs Pt - - E -
f ™ e m T e
A B

2) aCE'P~aD'E'D= L 2P _CP 1
DE ED DD 2

ADEN ~sBFC 2L DN _IN 1
BF  BC IC 2
AMEB s AED —ME _MB _EB _ 1
AE AD ED 2

B MINISTERUL ETAMCATIT
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D'F' D' F 1
aD'F'Q~aCF'C'= e i s Ip
CF' CcCc' F'C' 2
in aDBP
E:@:lzEE'||BP:>ADEE'~ADBP:>EE':2PB:>EE':%
E'D ED 2 3
In aD'CN,
DU _NE_ L, jo | DN =5aCFE ~aCND =5 17 = 21 = g = 24385
F'C FC 2 3 3
Ny oAy 2 LB Ip
S-a notat muchia cubului, 4B =2a, ac R,a>0.
EE'|| BP, dar BP|| AQ = EE'|| AQ
EE'|| 4
g => EE[(AC" Q) oo 1p
AQ c(AC'Q)
D c
I~
N
| N
Al I AN B
T ~
| \\
: NFE
! S
| ~
1 Y
Q, ~ P
: A Ve
! “VEL-T
: ,;y\
1 4”” ,Il \\\
: . - A \\\
| - 4 ~
AN B R I .
T T P c
Nezlooofmzoe e -
RN T N
A B
EE'|| AQ
b) = £(EE'FF')= £(AQ,D'N) = £AIN ,unde AQND'N={T}...... 1p
FF'|D'N
Se scrie aria triunghiului 47N in doua moduri si se obtine sin(£LATN) = S Ip

Exemplu de calcul: se noteazd AB=2a, acR,a>0
D'T NA DQ _
NT DA D'Q

aD'ND,A-T-0 = 1= D'T =2NT,D'N =a+/5
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2a\/§ ' a\/g '
a5 2a/5 ? 3

sin(£ATN)
TN =S5 AT =D'T =2 Ay =5 Ay = 3

.................. 1
5 p

= sin(£4TN) =3

¢) BN mediandain aBND, G este centrul de greutate = B—G =2

BF BF B
Dar—=2:>—=—G:>GF||ND
FD FD GN

(GFF")||(NDD'"), AQ =(NDD')=> AQ||(GFF") dar AQ||EE'=> EE'||(GFF")

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a VII-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Pentru orice numar natural nenul k, demonstrati ca numdrul |1+ ! >+ 12 este
(2k+1) 4k
rational.
Prelucrare Gazeta Matematica nr. 1/2026
Solutie.
2
1+ ! ~+ 12:[1+2-1-L+ lzJ—l-F%:(l-i-ij +%—l ............... 3p
(2k+1)" 4k 2k 4k”) ko (2k+1) k) (2k+1) kK

2
O e e
2k 2k )\ 2k +1 (2k+l) 26 0\2k+1) ko 3p
1 1Y _2k+1 1 1 1 1Y
1+—-— +2-— == l+—- +
2k 2k+1 2% 2k+1 k 2k 2k+1

Problema 2.

a) Demonstrati ca

2241 3°+1 42+1+ +20262+1

+ + > 2026
221 3*-1 4*-1 2026° —1

b) Demonstrati ci pentru orice n N’ are loc inegalitatea

[\/n2+2n +\/n2+2n+2}{\/n2+4n+3 +\/n2+4n+5J+...+[\/4n2—1+\/4n2+1J26n—3

S-a notat cu [a] , partea intreagd a numarului real a.

Solutie.

a) Un termen oarecare al sumei este de forma
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2
=Ky 2 i L 0k<2026 Ip
k-1 k-1 k-1 k
2025+1—l+l—l+l—l+...+ L1 + L :2026+1—L—L ....... Ip
1 3 2 4 3 5 2024 2026 2025 2027 2 2026 2027

L NS NP SR H SR

2 2026 2027 2 2026 2027

1 1 1
202604+ ————— 2026 ... Ip
2 2026 2027

b) Notez suma din membrul stdng cu § si un termen oarecare al sau este de forma
T, :[\/k2+2k +\/k2+2k+2} n<k<2n-1
k<N +2k | k+1<NE* +2k+2
Adunand relatiile obtinem 2k+1<\/k2+2k +\/k2+2k+2 (D)oo Ip
Se demonstreaza ca \/k2+2k +\/k2+2k+2 <2(k+1) (2)io 2p
Din relatiile (1) si (2) obtinem [\/kz 2k 1K +2k+2} DR AT 1p
Suma se scrie S=(2n+1)+(2n+3)+..+(4n-1) =S =3n"
S>61-3 31 2613 3(71) 20 oo 2p

Problema 3.

Se considerd triunghiul ascutitunghic ABC si cercul circumscris acestuia. Semidreapta Al
este bisectoarea unghiului BAC , I € BC. Al intersecteaza cercul a doua oard in punctul L.
Tangentele la cerc in punctele I si C se intersecteazd in punctul Fiar AL si CF se intersecteazd
in punctul N.

1 1 1
a) Demonstrafi cd —+—=—.
CN (CI CF

b) Daca punctul M este mijlocul laturii BC si K € AC astfel incdt MK || Al , atunci sc se
demonstreze cd 2AK = AC— AB.

Solutie.

a) Al este bisectoarea XBAC = XBAl = XCAl = BE =CE = XBCE = XECF (1)
FE =FC =aCEF este isoscel > XCEF = KECF ()

_-: MINISTERIM. LDXUCATIEL
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Din (1) si (2) = £BCE = XCEF = EF || IC =aNEF ~aNIC = NE = E NE
NC IC NI
S N e = =S N 2p
El" NE FC NE
P
‘ ; i ; 0 : !
| I /C
E F
\N/
In ~ICN,CE bisectoare :>£ :£
EN CN
Ccl IE EN IN C[ Ccl C[ 1 1 l
+1= =>—+ —— = —— 2p
CN EN EN EN CF CN CF CN Ccl CF
b) Fie MK " AB={P}.
in aBMP, MP || IA= BA_ Bl _ pp_BA-BM (3)
BP BM Bl
In aCAI, MK || IA= C4d_ O _ g CAM (4)
CK M Cl
In AABC, Al bisectoare = % = B—A (5)
Cl Bl
M este mijlocul lui BC = BM =CM (6)
Din (3), (4), (5) si (6) = BP=CK = BA+ AP =AC—AK => AP+ AK =AC—AB ............ 3p

ABAI = XAPK (corespondente) , £I4AK = APKA (alterne interne)
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Dar XBAl = XIAK = XAPK = XPKA =~ APK isoscel = AK = AP
= AP+ AK =2 AK = 2AK = AC—AB

B 1 INISTERUL EDUCATITI
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Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasa a VI-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.

Fie a,be N, (a,b) = cel mai mare divizor comun al numerelor a, b si [a,b] = cel mai

mic multiplu comun al numerelor a,b.

a) Se stie ci (a,b)+[a,b]=100. Determinati toate perechile (a,b)pentru care unul
dintre numere il divide pe celdlalt.
b) Demonstrati ci (a,b)’ +[a,b]2 >a’+b.

Solutie:
a) Caz L
Daci 4|b = (a,b)=asi [a,b]=b

Egalitatea devine 4 +6=100=5=100—a dar 2|6 = 4[100—a = a|100

..................................................................................................................................................... Ip
Cazll

Daca b |4 = (a,b)=bsi [a,b]=a

Egalitatea devine a+b=100=a=100—-b,dar b|a =b|100 ...l Ip

= (a,b)e {(99, 1),(98,2),(96,4),(95,5),(90,10),(80, 20),(75,25), (50, 50)}

DinIsiII = (a: b) € {(997 1)7 (98: 2)7 (96: 4)7 (95: 5): (907 10)7 (807 20): (757 25)7 (507 50):

(1,99),(2,98),(4,96),(5,95),(10,90),(20,80),(25,75)}
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(a,b)=d =>a=d-a,b=d b,a,b €N
b) S[Q,b]za'bzd'al'd'bl:d'al'bl , d+0

d d

=a’+b’=d’a] +d°h}
................................................................................................................................................. Ip
Atunci relatia din enunt se scrie:

d+d*alb} >d’a} +d°b |:d’

1+a/b} >a] +b < a/b —a] —b] +1>0

< al (bl -1)— (B -1)=0

& (af DB -1D)>0
............................................................................................................................................... 3p

Cum g, 21,5, >21=relatia este adevarata....................ccocoiiiiiiiii Ip
Problema 2.

Pe bilele dintr-o urnd sunt scrise numerele naturale cuprinse intre 2'°si 2''. Se extrage
o bila. Aflati probabilitatea ca numdrul scris pe aceasta sa aibd trei divizori.

Gazeta Matematica nr. 172026
Solutie:

Fie » numir natural cuprins intre 2'°si 2", avand trei divizori

naretrei divizori=> n=p°, p €N, pPIM.......ooi e 2p
D, ={1,p,p2} .......................................................................................................................... Ip
2" =1024,2" =2048, n numir natural cuprins intre 2'°si 2" =1024<n<2048............... Ip

—1024 < p* <2048

=327 < PP <2048, P PIIM. ..o Ip
= p €{37,41,43} (trei cazuri favorabile).............c.occoovvivriiiiiriiirncenee e 2p
2048 —-1024+1=1025 (numere cuprinse intre 1024 si 2048) — numar cazuri posibile........... Ip
= P= e Ip



CALEGIOL MATIOHAE
MIBAL VITEAZDL
SLUBUZIL

B hAINISTERUL ETUCATIEL
W 1\‘“‘-\‘-'.‘._zn_.-r-"" .

S1 CFRCETARII

Problema 3.

Pe o dreapta d se considerd punctele O,M |, M,,...,M  in aceastd ordine. Fie punctul P exterior

dreptei d astfel incdt masura unghiului <<POM, este egald cu 120°iar mdsurile unghiurilor
<OPM,,«OPM,,...,<«cOPM ,, respectiv mdsurile unghiurilor <PM O,<PM,0,...,<PM O

sunt numere prime diferite (exprimate in grade).

a) Aflati valoarea maximd a lui n .
b) Daccd n are valoare maximd, ardtati cd oricum am alege patru dintre unghiurile
<M PM,,<M,PM,,....,<M, PM , existd printre ele doucd congruente.

Solutie:

a) In A2OPM., 180° = m(«POM,) = 60° = m(«xOPM ) + m(<OM,P),1 <i < n (suma masurilor a

doud unghiuri exprimate prin numere prime)

Numere prime mai mici decat 60:
2,3,5,7.11,13,17,19,23.29,31,37,41,43,47,53,59 .00\ 000 oo 1p

22Ty Ty

- . - . . . . . ~ 0 .
Cum suma masurilor a doud unghiuri exprimate prin numere prime (in grade) este 60", atunci
perechile care convin sunt:

(7°,53%),(13°,47%),(17°,43%),(19°, 41"),(23°,37%),(29°,31"),(31°,29°)(37°, 23"),
(41°,19%),(43°,17%),(47°,13%),(53°,7%)

.................................................................................................................................................. Ip
= n=12valoare maxima
.................................................................................................................................................. Ip
b) n=12

Se observa cd <M . PM,, , =<OPM,  —<OPM, 1<i<n-1
................................................................................................................................................... Ip

Cum este evident ca unghiurile <cCOPM, sunt in ordine crescatoare, atunci se cauta diferentele

dintre valorile prime:

13-7=4, 17-13=4, 19-17=2, 23-19=4, 29-23=6,....,53-47=6 (apar doar trei valori: 2,4 si 6)

Sunt 11 unghiuri si trei valori posibile, asta inseamna ca cel putin doud unghiuri din cele patru
alese vor avea masurile egale (conform principiului cutiei)

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
»GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXIX-a, 21 martie 2026

Clasaa V-a

Bareme de evaluare si notare

Problema 1.
Sci se determine restul impartirii lui N prin n in cazurile:
a) N=1-2-3-..-1020+1+2> +2° +...+ 2" si n=2026;
b) N=2+2>+2° +..+2°%° 5si n=063.

Solutie:

a) Cum (1-2-3-...-1020):2026 , avand printre factorii din produs 2 st 1013, iar 2026=2-1013,
restul Tmpartirii lui N prin 2026 va fi restul Tmpartirii prin 2026 a numdrului
s=1+2+2%+..+2

s=142+27 442 =(2" -1):(2-1)=2048-1=2047 =2026+21,  21<2026 Srestul

cerut este

b) Cum 1+2+2%+2°+2*+2° =63 =daca grupam cate 6 termeni consecutivi in &, incepand

cu termenul 2k,k§2021, suma ternenilor dintr-o astfel de grupa va fi

25 (142427 2%+ 24 4 2°) = (284 63)63 oo 2p
Dar 2026:6 =337 rest 4 = se vor forma 337 de grupe complete, cu suma termenilor multiplu de
63, si raman 4 termeni, primii 4 din suma, cu suma 2+2>+2° +2* =30 .......ccooviiiiiiii 2p
Cum 30<63, restul cerut €ste 30.............ooiiiiiii e Ip

Problema 2.
Sct se compare numerele:
a) a=3"+3" si b=5"+2%,;

b) m=5" si n=3" -2

_:- MINISTERIM. LDXUCATIEL
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Solutie:

11

=32 431 52% 5% 5 a>b

..................................................................................................................................................... 4p
b) Din punctul a) stim ¢d 3% +32' > 2% + 5" jar 37 +3*' =3" -(3+1):4-321.....................2p
20454 =272 455" > 4.2 1 4.5 =4.(2" +5")

................................................ 2p

Avem deci 4-3" >4-(2"+5") =3 >2" 45 =3 -2 > = asmo 1p

Problema 3.

Fie numarul ¢a,a,...a,, ,a,, cu 2n cifre nenule. Se stie cé orice cifrd a numarului situatd
pe pozitie pard este de patru ori mai mare decat precedenta de pe pozitia impara (adica este

indeplinita conditia a@,, =4-a,, ,, oricare ar fi k eN k<n ).
a) Demonstrati ca nu existd astfel de numere cu suma cifrelor 2026.

b) Determinati cel mai mic si cel mai mare astfel de numar cu suma cifrelor 2025.

Gazeta Matematica nr. 172026
Solutie:

.. o . o o . %
Din ipotezd, @, =4-a,, | si 4, este cifrd nenula =>a,, , € {l; 2}, oricarear fi k€N, k <n (1)

Daca notim S = a+a,+..+a, ,+da,, atunci

S=a +4-a+a,+4-a,+..+a, +4-a, =5a+5a+..+5a, =5-(a1+a3+...+a2n_1)

1 1
.................................................................................................................. Ip
a) Am ardtat cad S:5, dar 2026 nu este multiplu de 5, deci .S nu poate f1 2026......................1p
b) Dacd S=2O25=5-(a1+a3 +...+aZn_1):>al+a3 +..+a,, =2025:5=405 .. ... .1p

Cel mai mic astfel de numar se obtine pentru cel mai mic numar de cifre, adicd pentru cele mai
mari cifre posibile. Tinand cont de relatia (1), cum suma este 405, numar impar, trebuie sa fie
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a,=1si a,=a,=..=a,, =2 iar cel mai mic numar de forma ceruti este N, =142828...28 care
are (202 1 l) 2=4006 Cifre........ 2p

Cel mai mare astfel de numar se obtine pentru cel mai mare numar de cifre, adica pentru cele
mai mici cifre posibile. Tinand cont de relatia (1), cum suma este 405, trebuie sa fie 405 de cifre

egale cu 1 pe pozitii impare, iar cel mai mare numar de forma ceruta este N, =141414...14 care

are 405-2 =810

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



