B MINISTERUL EDUCATIFE]
$1 CERCETARII

CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVlIlI-a, 10 mai 2025

Clasa a IX-a
Problema 1

Pentru un sir (&, ) ,, senoteazi cu S, =a +a +...+a,, neN". Determinati sirurile de

28  2a 2a 1
Ly =2 4 4= ==

5152 5253 SnSnit St S

fi neN" siexistd peN" astfel incat. S, = 2025.

numere naturale nenule (an)n>1 pentru care , oricare ar

Problema 2

Fie triunghiul ABC si D mijlocul laturii (BC). Fie M €(AB) si N e(AC) astfel incat
AM =CN = x. Notam cu {P}:MN N AD sicu {Q}: BN NAD.
a) Aratati ca QB _PM_ 1 daca si numai daca AB=AC .
QN PN
b) Daca AB=AC =1 si P este mijlocul lui (AQ), determinati X.

Gazeta Matematica

Problema 3

Se considera numerele reale a,b,c e (O, oo). Aratati ca este adevdrata inegalitatea
3a+1 3b+1 3c+1
+ + >6.
\/5 +C JE +a a+b

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Bareme de evaluare si notare

Problema 1
Pentru un sir (&, )nzl se noteazd cu S, =a +a, +...+a,, NeN". Determinati sirurile de
28 2a, 2a, 1 .
numere naturale nenule (an) pentru care + +...+ =—- , oricare
n=1 S,S SpS S, S
122 2¥3 n<n+l 1 n+1

ar fi ne N* si existd peN" astfel incat. Sy, =2025.
lonel Tudor, Calugareni, Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie.
n
2
Avem relatia Z 5 1 1 (1)
k:18k8k+1 S1 Sn+1
C 29 1 1
In (1) facem n=1 siobtinem ——=-———,deunde a, =28;. .......c.cceeevrveeencncencn 1P
152 S S

n-1
. 2
Pentru n>2, scriem (1) pentru n—1 si obtinem Y g _1 1 (2). Din (1) si (2), prin
k=1 SkSkJrl S1 Sn

scadere, obtinem 28, = i— ! , deunde S,,; -5, =2a,, adica a,,; =2a,, N=2. Deci

nSn+1 Sn n+1
apyq =2a,, N1, ceea ce inseamna cd sirul a, este o progresie geometricd cu ratia q=2 si

prinurmare a, =a;- 2", YN eN . ...t 4D

1

p_
Determindm acum & : Avem S, =& 22 - al(zp —1)_ Pentru S, = 2025, avem

(2P ~1) = 2025 =45 =3*.5°. Din (2° —1)‘34-52 , rezulta ca 2P —1=3"-59 unde
ne{0,1,2,3,4} si qe{O,l,Z} PRSPPI | o

Pentru q =0, avem 2P =1+3" €{2,4,10,28,82} sideci pe{l,2} siimediat a =2025 sau

Pentru q>1, avem ca 5‘2'O ~1. Avem 2% =16 = M +1 si mediat 2* = M +1,

2% _ M 4+2, 282 oM +4, 2% — M, +3. Atunci 5‘2'0—1 pentru p =4k . Dar

2M =2048 > 2025 si atunci pe{4,8}. Daca p=4, 2* ~1=15, deci a1=%=155, iar

pentru p =8, avem 28 —1=15-17, dar in acest caz eN. In concluzie sirurile cautate sunt

8y =8 2" CU 8y €{155,675,2025} . ...ooiiiiiiiiei s 2p
OFICHU .+ tettesessessssesssssssseeesssssesees ettt ettt ettt s 1D
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Problema 2

Fie triunghiul ABC si D mijlocul laturii (BC). Fie M €(AB) si N e(AC) astfel incat
AM =CN = X. Notam cu {P}: MN "N AD i cu {Q}: BN nAD.
a) Aratati ca @—% =1 daca si numai daca AB = AC .

b) Daca AB= AC =1 si P este mijlocul lui (AQ) determinati X .
Adrian Bud, Negresti Oas, G.M. 1/2025

Solutie.
B
ABNC Menelaus
a) — @-M~@=1§ideaici BQ:AC: AC TR Ip
A-Q-D QN AC DB ON NA AC-—x
ABMN Menelaspp NQ BA . . MP QB AM XAC
— . . =1 §1dea1c1 = . = e Ip
A-P-Q PN QB AM PN ON AB AB(AC—X)
AC(AB -
Avem QB _PM = AC (1—ij=u.Atunci
QN PN AC-x\" AB) AB(AC-x)
B PV s AC(AB=X)= AB(AC—X) 5 AB=AC . ... 2p
ON PN
X
AM +—— AN
b) Cum MP _ XAC - % avem AP- 1-x . Deoarece AM = XAB si
PN  AB(AC-x) 1-x 1. X
1-x
AN =(1-x)AC , avem ﬁzX(l—X)(NS#E)Zp
— 1 —
AB+—AN 5 <
cum BQ__AC _ 1 vem AG- 1-X =AB+AC:1_X(E+E).......1p
ON AC-x 1-x 14 1 14 1 2—-X
1-x 1-x
— 1 +
AP:EAQ:X: ! de unde 2x% —4x+1=0, adicd X e 242 .Dar xe(0,1) si
2 2(2-x) 2
22 2

AEUN T X o m ettt e e e e
2
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Problema 3
Se considera numerele reale a,b,c e (O, oo). Aratati ca este adevarata inegalitatea

3a+1 3b+1 3c+1

+ + >6.
\/5+c JE+a a+b
Nicolae Papacu, Slobozia
Solutie.
Folosind inegalitatea mediilor, avem \/Blel-b sﬂ si atunci 3a+l > ba+2 . Avem
2 Jo+c 1+b+2c
3a+1 6a+2
z\/B-FC Z“1+b+2(: @) p
. . 6a+2

VVom demonstra inegalitatea ——>6 (2

g Z:1+b+20 @)

Folosim in rezolvare inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz (varianta Bergstrém:

S 2 {2 e 2R
Avem

6a+2 a 1 a2 12
Z1+b+2c Z1+b+20 Z1+b+20 Z Zl+b+2c §1 1olosin

a+ab+2ac
2
(Za) +2 i PR PPRPRNC | )
Ya+3dab 3+3>a

L . 2
De asemenea din inegalitatea cunoscuta a’ +b? +¢* > ab+bc+ca, obtinem 3 ab < (>a).

Notand S = Za, avem

inegalitatea Bergstrém, avem E >6

2
a 2 2 2
(z) 3 S +2 ¥ __ 6 + J =6.Din (1) si (2) rezultd
Za+32ab 3+3Za S+S2 3435 1+S 1+S
1negahtatead1nenunt s s e e s e O

Solutie alternativa pentru inegalitatea (2)
Notim 1+b+2c=x, 1+c+2a=y, 1+a+2b=z, deunde 3+3(a+b+c)=x+y+z, adica

a+brc=2"Y*2 1 Deasemenea X—y=Db+c—2a, adica b+c=x—-y+2a siatunci

a+Xx—y+2a= X*Y*Z 1 deunde 3(3a+1)=—2x+4y+z, sau 3a+1=w,

Atunci 08%2 _ZAYFZZ2X _BY 22 A e 3D
1+b+2c 3 X 3x 3x 3

Avem ZM—S Y X 22X Y 2 g cum Y223 sic+di 23,
1+b+2c 3\x z y) 3y z x X z 'y y z X

6a+2

obtinem —>8+2—4=6. ...................................................................... 3

Z 1+b+2c P

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



