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Problema 1

a) Si se determine numerele naturale X si y cu proprietitile \/X+./y €N si y/y+ Jx eN.
b) Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima a sumei X+ Y+ Z stiindcax,y,z
sunt numere reale care indeplinesc simultan conditiile
X>+yz<2, Y +x2<2, 22 +xy<2.

Problema 2

a) Fie a si b doua numere naturale nenule. Notam

2a’b 2ab®> .
X = si z=x*%

— y — 2025
a®+b®’ a®+b®

Ty

Sa se calculeze z stiind ca x si y sunt numere naturale.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(12x-1)(6x—1)(4x—-1)(3x—1)=5.

Problema 3

Fie ABCD un patrat cu centrul O. Pe latura CD se considera un punct X si notdm cu F intersectia
dreptelor AC si BX. Din F se ridica perpendiculara SF pe planul (ABC). Dacd CX?*=2-OF?

aratati ca planele (SBD) s (SBC) fac cu planul (ABC) unghiuri cu aceeasi masura.

Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Bareme de evaluare si notare

Problema 1

a) Sa se determine numerele naturale x si y cu proprietatile JX +4y eN si Jy+ Jx eN.
b) Sa se determine valoarea maxima si valoarea minimd a sumei X+Y+2 stiindcdax,y, z

sunt numere reale care indeplinesc simultan conditiile
X2 +yz<2, Y 4+x2<2, 27 +xy<2.

Solutie.
a) Dacd y=0 atunci vX e N si yVX €N =X =N NEN .o 1p
Daca x=0 atunci /y eN si \/yeN:y:m“,neN ......................................................... 1p

Daca X#0si y = 0atunci

JX+y eN = JaeN astfel incat x+./y =a’ < Jy=a’—xeN’'
JY+VX eN' < IbeN" astfel incat y++/x =b? < /x =b’—ye N’

Rezultid cd existd p,qeN" astfel incat y=p®si x=0°= p=a’—-X si q=b*—Y.cceerrrnernn. 2p
Vomavea p+q°=a’si p°+q=Db*.

Cum p,geN" = p=0, p+0q° = pitrat perfect, p+9° >q° = p+0q° 2(q+1)2 si analog
p2+q2(p+1)2<:> p>2q+1 si gq=>2p+1.

Adunind aceste doua relatii rezultd p+q+2<0 ceea ce este fals si rezulta ca x si y nu pot fi

SIMUITAN NENUIE. ...ttt 2p
b) Adunam cele trei inegalitati si rezulta

X2+ Y2+ 2+ XY+ YZ+XZ <6 3K +3Y° +32° +3Xy +3YZ+3XZ <18 1p
Adunim ultima inegalitate cu inegalitatea cunoscutd Xy + Yz +zx < X* + y* + z°

si rezulta 2(X+ y+ 2)2 <18 si apoi |X+ y+ Z| <3 X+y+ze [—3,3] ..................................... 1p
Dacd x=y=z=-1atunci Xx+y+z=-3

Dacd X=Y=Z=1aUNCI X+ Y4 Z =3 i ititrereirerieieireree sttt sne e 1p
(@) o] 1 SO PSPPI 1p
Problema 2

a) Fie a si b doua numere naturale nenule. Notam

2 2
2a’b 2ab 6 7= x5 yzozs

= , y =
a’+b° a’+b’
Sa se calculeze z stiind ca x si y sunt numere naturale.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(12x-1)(6x—1)(4x—-1)(3x—1)=5.
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Solutie.

a) a,beN x,yeN =x>1si y>1=x+y>2

.............................................................. 1p
2atb2ab’ 5 280(@FD) s B 1p
a’+b (a+b)(a’ —ab+b?) a’—ab+b
a’—ab+b’>0=ab>a’—ab+b’=0>(a-b)’ =a-b=0=a=b e 1p
X=Y =1m0 Z =2 1p

b) (12x-1)(6x—-1)(4x-1)(3x—1)=5 < (12x—1)(12x—2)(12x~3)(12x—4) =120

Notez 12x=a=(a—1)(a—2)(a—3)(a—=4) =120 ...ccccccourrimmrrrrrrrirrerereseresseieseesi 1p
(8% =52+4)(° =5X+6) =120 ..ccvisierisienesieiien 1p
Notez a2—5a+4=t:>t(t+2):120:(t+1)2=121:>t:10 SAU t =12 oo, 1p
y 2 1 1
Daci t=10=>a —5a—6=0:>a=6:>x=§ sau a=—1:>x:—ﬁ ................................ 1p
Dacid t =-12=>a* —5a+16 = 0 = ecuatia nu are solutii reale................cccoeerrrrrrrrrrrrerreerernnns 1p
OFTCIUL 1ttt bbbttt b bR Rt b bbbt 1p
Problema 3

Fie ABCD un patrat cu centrul O. Pe latura CD se considera un punct X si notam cu F
intersectia dreptelor AC si BX. Din F se ridica perpendiculara SF pe planul (ABC). Daca

CX?=2-OF? , aratati ca planele (SBD) §i (SBC) fac cu planul (ABC) unghiuri cu aceeasi
masurd.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti, G.M. nr.1/2025
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Solutie.
£((SBD),(ABC)) = ASOF ..o 2p
Construiesc FT 1. BC,T eBC
Z((SBC),(ABC)) = 4STF w.cooooroericcerrssccseessstsses s 2p
T.Menelaus
ADCO, X —F —B transversala — bx E%
CX OF DB
Daca notez AB =a atunci %:E DX, C—F ................................................................ 1p
DB 2  CX OF
CX?=2.0F?*=CX =+/2.0OF ,DX=a—-CX, CF = i—OF
a2
a—cx o OF ( a j a\/_ a a
. =2= -1 =2= -1 -1|=
CX OF CX 20F oFv2 “J\OF2
a(v2-1
& 1-V2=0F= 2(2-)
OF 2 V2
a/z_2(2-Y)
CF = - S (V2 =L e s 2
2 J2 (\/_ ) p
a(+2-1 a(+2-1
FT || AB=aCFT ~aCAB = FT_CF_CT :E=Q:> FT=Q ............ 1p
AB CA CB  a a2 2
Cum OF = FT = triunghiurile dreptunghice SFO si SFT sunt congruente
5 KSOF = ST ettt ettt b et nas 1p
(@ 11 To] 1 TSRO TP TP TPV URPRPPRO 1p

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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