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Gazeta Matematica
Problema 2

Fie mneN", m,n>2 si (Gy,-) respectiv (G,,-) doud grupuri ciclice cu m, respectiv n
elemente. Daca existd un morfism injectiv f :G; — G, astfel incét pentru orice r e {1, 2,3,..., m—l} ,
fr 1G>Gy, f(x)=(f (X))r este functie injectiva, atunci si se arate ca:
a) Imf ={f(x)|xeG,} este subgrup al lui (G,,-) si n sedivide prin m;

b) m este numar prim.

Problema 3

b
Fie a,beR, a<b si f:[a,b] >R o functie continui astfel incat jf(x)dX:O.
a

b
a) Aritati ca Ief(x)dx >b-a.
a

C
b) Aratati ca exista ¢ €(a,b) astfel incat ZJ' f(x)dx=(a+b—-2c)f(c).

a

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Problema 1
In2 X
Determinati I#dx.
o €7 —2e7+2
Aurel Dobosan, Lugoj, G.M. 1/2025
Solutie.
xeX In2 xex In2
Fie fIRSR, f(x)= sil= [ ———dx= [ f(x)dx.
e —e*+2 o e —2e"+2 0
Cu schimbarea de variabila t=In2—x, avem dx=—dt, x=0=t=1In2, x=In2=1t=0 si atunci
0 In2
avem | = [ f(IN2-t)(=dt)= [ F(IN2=t)dt. .....oooiimimmmncnonsnscssson e 3D
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Avem | = | f(In2-t)dt=In2 | ————dt—1 sideci
i ( ) !e“—zewz ’
In2 et _1, In2
|- In2 ( 2) dtzlnz-arctg(et—l) :m—z-arctglzm..............................3p
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Problema 2

Fie mneN*, mnx2 gi (Gy,-) respectiv (G,,-) doud grupuri ciclice cu M, respectiv n
elemente. Daca exista un morfism injectiv f :G; — G, astfel incat pentru orice r e {L 2,3,..., m—l} ,
fr:G —G,, f(x) =( f (X))r este functie injectivad, atunci sd se arate cd.

a) Imf ={f (x)|xeGl} este subgrup al lui (G,,-) i n se divide prin m;

b) m este numar prim.

Marin lonescu, Pitesti
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Solutie.

a) Cum f:G, —>G, este morfism de grupuri atunci f (e;)=e, si f(xfl):(f (x))_l, X € Gy, unde
e, si e, sunt elementele neutre ale celor doua grupuri.

Aratam ca Im f ={f (X)|X€Gl} este subgrup al lui G,. Fie u,velm f, deci existd X,y € G, astfel
incat u=f(x) si v="f(y). Avemuv=f(x)f(y)=f(xy)elmf si

ut =( f (X))_1 = f (X_l) elm f , ceea ce inseamnd ca Imf = {f (X)|X eGl} este subgrup al lui

Cum f este morfism injectiv atunci |Im f|=|G;|=m. Din teorema Lagrange rezulta ca

ord (Im f)|ordG, , adicd MN. ... 2D

b) Aratam in continuare ca M este numar prim. Presupunem prin absurd ca m nu este prim, deci
exista p numdr prim astfel incat p|m. Deoarece G, este grup ciclic cu m elemente, exista

xeG\{g | astfel incat G, :{el,x,xz,...,xm‘l} si X" =gy, unde g este elementul neutru al grupului

G, . Fie y=f(x).Cum f este morfism injectiv atunci
Im f ={f (&), F(x), f (xz) f (xm‘l)}={e2,y,y2,...,ym‘1}cG2. e 2p

Din ipoteza functia f,:G, —>G,, f,(a)=(f(a))" este injectiva.

Demonstram ca f, este morfism. Deoarece orice grup ciclic este comutativ, avem

f,(ab)=(f (ab))” =(f(a)f (b))” =(f(a))”(f (b))’ =f,(a)fy(b), VabeG,.Cum f, este
morfism, avem fp(a):(f(a))p = f (ap), VaeG;. (

Din p numér prim i p|m rezultd (teorema Cauchy) ca exista a <G, \{e } astfel incat orda = p.
Deci a=e si a” =¢. Din (1) rezulta f,(a)=f (ap): f(e). Asadar a=e si f,(a)="f,(e).

Ceea ce Inseamna cd functia fIO nu este injectiva, deci contradictie cu f injectiva. Asadar

presupunerea este falsd si prin urmare M este NUMAL PIIM. .........cooceriieiieerieeniesiresseesieesn e s eenen 3P
L0 o) 1 P Ip
Problema 3

b
Fie a,beR, a<b si f:[a,b] >R o functie continua astfel incat I f(x)dx=0.
a

b
a) Aratati ca Ief(x)dx >b-a.
a

c
b) Aratati ca existd ¢ (a,b) astfel incat 2[ f(x)dx=(a+b—-2c)f(c).
a
Rica Zamfir, Bucuresti
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Solutie.
) Folosind inegalitatea e >1+x pentru orice xeR, avem

'[e dx>j 1+f dx J'dx+J. dx b-a. e et e e anas 3P
a a
X b
b) Consideram functia g:[a,b] >R, g(x jf t)dt+(b—x I f (t)dt care verifica
a X
conditiile teoremei lui Rolle. Rezulta ca existd ¢ (a,b) astfel incét g'(c)=0. Avem
X b
X)=[ f(t)dt+(x—a) f (x)-[ f(t)dt—(b—x) f (). Din g’(c)=0, obtinem
a X
c b
[f()dt—] F(t)dt=(a+b=2C) f(C). oovrrrrrrmmmcmossssssscscsssinss s 4D
a C
b c
cUmj dt+j )dt = f(t)dt=0, obtinem 2| f (t)dt =(a+b—2) f (C).............. 2p
a
L0 ] T3 L Ip

Pentru orice solutie corecta diferiti de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
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