B MINISTERUL EDUCATIEI
S1 CERCETARII

CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVllI-a, 10 mai 2025

Clasa a Xl-a

Problema 1

. o - .. . . 2
Se considera sirul de numere reale (X, ) ., definitprin x; =1 si X,q = (X + X +... 4%, )",

X o
pentru orice n>1. Calculati lim [”—“J .

N—ao0

Gazeta Matematica

Problema 2

2
n
Fie sirul (X,) 4+ %y %\/kzl(Zk —1)(%&) , pentru orice ne N*.

a) Aratati sirul (Xn )n> , este monoton $i marginit.
b) Aratati ca lim X, =1 si calculati lim (nxrz, —(n-1) Xr21—1)-

N—o0 N—o0

Problema 3

2
Fie matricea Ae M;(C) astfel Incat (A*) # 0y, unde A" reprezintd matricea adjuncti a lui

A . Aratati ca rang (A" ) =rang(A), pentru orice k € N*.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Bareme de evaluare si notare

Problema 1
. « . . . . . 2
Se considerd sirul de numere reale (X, )n21 definit prin X =1 5i X0 = (X +Xo +...+X,)",

N

: .| X
pentru orice n>1. Calculayi lim | 4L
n—oo Xn
Petru Tudor, Sebes, G.M. 1/2025
Solutie.
Avem X, =1 si evident X, >0, pentruorice N>1. .........cccviniiiiiinini, Ip

Relatia din enunt se mai scrie \/m =X + X, +...+X,, pentru orice n>1. Scriem aceasta
relatie pentru n—1 si avem \/Z =X +Xo+...+X,4, N>2. Din cele doua relatii avem
\/E—\/Z=Xn,adicé \/m=\/z+xn, vn> 2. Imediat \/m>\/z, vn> 2, deci sirul
(Xn )n22 ESTE SITICT CIESCALOT. ... . uuiiuiiii ittt et ettt et et et ettt et et et eeaes 2p
Demonstram ca sirul (Xn )n22 este nemarginit superior. Presupunem ca sirul este marginit
superior si cum el este crescator si X,, = X, =1 rezulta ca el este convergent, deci sirul are limita

finita: lim x, =1>1. Trecand la limita in relatia /X, 4 —+/X, = X, , obtinem | =0 ceea ce este

N—o0
o contradictie. Asadar sirul este nemarginit si cum este strict crescator, el are limita si
nN—o0
X 24X 2,x 2,X
. Xn1 Gl . Xn+1 . Xn +4/X%n . al 2
Avem lim | —2= =lim| +— = lim| ——— =lim|1+— =e°.
n—oo Xn n—oo Xn n—o Xn n—oo /Xn
...................................................................................................................... 3p
[ o] P Ip
Problema 2
1[0 kK
Fie sirul (Xy) o+ Xn == Z(Zk—l)(k—j , pentru orice ne N™.
n\ia +1

a) Aratati sirul (Xn )n> , este monoton si marginit.

b) Aratati ca lim x, =1 si calculati lim (nxﬁ —(n—l) Xﬁ_l) :
N—o0 N—00

Nicolae Papacu, Slobozia
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Solutie.

n
a) Evident x, > 0. Deoarece O<L<1 avem Z 2k — 1( j Z 2k -1) = n? si
k+1 k=t k=t
atunci x, <1.Prinurmare x, €[0,1], pentruorice n>1. ...........cccooiiiimnciei, lp

Studiem monotonia sirului (Y, ) _, unde y, = xz. Avem

n=1

Zn:(Zk—l)(kth o +11)2 (2n+1)[n—+;j2 s atunci

n+

k n+1 2

1 1) 21
—vy. = B z 2k -1 2n+1)| ——= | . Deoarece
Yna = Yn [(n+1)2 ng}kzl( )(k+1j +(n+1)2( n+ )(n+2J

(n+1j2:(n+1j = 2_ =i22”:(2k_1)(n_+32 .

n+2

on+1 < n+1)2 [ k )
Y=Y (2k 1) LN
amh 2(n+1)ZZ ([mzj (k+1j]

Cum n—+1>L1 k=1n,atunci Yni1=¥n = ﬂZ(Zk_l)L(rH_l) _(L] J>O,

n+2 k+1 (n+1) n+2 k+1
adica sirul este crescator (strict), deci si sirul X, €ste CreSCAtOr. .............ccoveiriiencnnenennnnn 3p
2
n
D (2k- 1[ K j
k=1 k+1 an i
b) Pentru sirul y, =*= 5 =—, folosind lema Stolz — Cesaro, avem
n n
2
. (2n+1)[”+;j
lim —0L % jim M 1, deci M Xy =1. v 2P
n—)oo(n+1) _n2 n—oo 2n+1 N—o0
2 2
n n(n-1)—(n-1) , 2n-1( n
Avem n?x? —(n-1 =(2n-1)] — | sau nx2— X2, = ,
- ) 1= )(n+1j " n "7 n+l
2
-1 2n=-1( n
de unde nx? —(n—1)x2, =—""2x2 4 — | siatunci
n ( ) n-1 n n-1 n n+1 5
2
. n-1 » 2n=1( n
lim nx —(n=1)x5_4)=lim X1+ =-1+2=1. ...l 3
n—>oo( ( ) n l) n_>oo( n n-1 n [n+1j J P
OfICIU L. e, Ip
Problema 3

2
Fie matricea Ae M3(C) astfel incat (A*) # 03, unde A" reprezinti matricea adjuncti a lui

A. Aritati ci rang (Ak ) =rang(A), pentru orice k e N*.

Marin lonescu, Pitesti
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Solutie.

Evident rangA >1, altfel A* =0Oj si atunci (A* )2 = O3 in contradictie cu ipoteza. ............. Ip
Cazul 1.

rangA=3, adica det A= 0 si atunci det A =det A0, deci rangA* =3=rangA. ......... Ip
Cazul 2.

rangA=2, deci det A=0. Din inegalitatea lui Sylvester avem

rang (A- A*) >rangA+rangA” —3 si din A- A" =det A-1; =05 obtinem rangA* <1, dar
A" = O4, deci rangA” =1

Lemi. Daci D e M, (C) si rangD =1 atunci D* =trD-D.

Demonstratie. Se cunoaste ca dacd D = (aij )]Si i<n si rangD =1 atunci exista b,,c, €C,

by
_ _ b
k =1 nastfel incat a; =l -c;, i, j=1n. Notand B= 2l,c=(c, ¢, - c,), avem
bn
n
D =BC. Atunci D? =BCBC si cum CB:EZbkck =trD, avem D? =trD-BC =trD-D.
k=1

2
Folosind lema din rangA”" =1, rezulti (A*) =trA"- A" si prin urmare trA* = 0. Imediat prin

«\K KL .
induc‘gie(A ) =(trA ) A" £Ogpentruorice K>2. ...t 2p
Conform inegalitatii lui Sylvester avem rangA2 =rang (A- A) >rangA+rangA—-3=1, iar
* 2 *
det A* =0, deci rangA? € {1,2} . Daca rangA? =1 avem (AZ) =0, deci (A*) :(AZ) =0,

, ceea ce este o contradictie. Asadar rangA2 =2=TANGA. . e 2p
Presupunem acum ca rangAk =2 si demonstram ca rangA"+1 =2, unde k >2 este arbitrar

ales. Procedand analog ca mai Tnainte, obtinem I‘angAk”Ll € {1, 2} , 1ar presupunand ca

rangA“*1 =1, am avea (A*)kJrl = (Ak+1)* =0, fals.

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.



