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Clasa a IX-a

Problema 1.
Fie (a,) , 0 progresie aritmetica de numere naturale. Notdm s, =a, +a, +...+a,, n>1,
Aratati ca
2 2
\/sf +a,(a,+n)(a,+a,) +\/s§ +a,(a,—n)(a,+a,) eN.
Gazeta Matematica
Problema 2.

Fie triunghiul ABC cu G centrul sau de greutate si punctul M din interiorul triunghiului,
M = G. Se construiesc punctele M ,, M, M. simetricele lui M fatd de mijloacele laturilor

(BC), (CA), respectiv (AB).

a) Aratati ca dreptele AM,, BM; si CM_ sunt concurente Tntr-un punct notatcu T .

b) Daca G, este centrul de greutate al triunghiul M ,M;M_, aratati ca punctele M,G,T,G, sunt
coliniare, G este mijlocul lui (MG,) si T este mijlocul lui (GG, ).

Problema 3.

Fie f :N"—N" o functie monotona care pentru orice numar natural nenul n, verifica relatia
f(f(n))= n+ f(2).

a) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare;

b) Sa se determine functia f .

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.



CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIl-a, 23 martie 2024

Clasaa IX-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1
Fie (a,) , o progresie aritmeticd de numere naturale. Notam s, =8, +a,+...+a,, n>1. Aratati

cd \/sf +a,(a,+n)(a,+a, )2 +\/s§ +a,(a, —n)(a1+an)2 eN.
Florin Rotaru, Focsani, G.M. 1/2024

_n(a+a,)
2

si atunci

Jsi+a(a+n)(aa,) =\/—”2(a14+a“) +a,(a,+n)(a,+a,) =

:(al—J;")\/n2+4ai(ai+n) (a,+2 )1/ ) e 2P

Asadar \/sﬁ +a,(a +n)(a,+a,)" = (al+an!2a1+n| (a i )(2a1+n). ......................... 1p
Analog \/s§+a1(a1—n)(a1+an)2 = (al+an?2|2a1—n| OO | o
Avem

£ 5 ra(a (@, S e n)(a,) - A, )R
atunci E =2a,(a,+a,) sau E=n(a,+a,),deci EeN. .................... 3p
Problema 2

Fie triunghiul ABC cu G centrul sau de greutate si punctul M din interiorul triunghiului,
M = G. Se construiesc punctele M,, My, M_ simetricele lui M fata de mijloacele laturilor

(BC), (CA), respectiv (AB).

a) Aratati ca dreptele AM ,, BM, si CM. sunt concurente Tntr-un punct notat cu T .
**k

b) Daca G, este centrul de greutate al triunghiul M,M M., aratati ca punctele M,G,T,G, sunt
coliniare, G este mijlocul lui (MG,) si T este mijlocul lui (GG, ).
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie
a) Fie A,B,,C, mijloacele laturilor (BC), (CA), (AB). Deoarece AB, este linie mijlocie Tn

triunghiurile CAB si MM, M, rezultd ci AB||[M M, si (AB)=(M;M,).



Deci ABM ,M, este parallelogram si atunci diagonalele sale au acelasi mijloc. Notam cu

{T} =AM, NBM,,. Analog se arata ca T este mijlocul lui CM¢ ........cccccceeimmrinnnnnnen.. 2D
b) Solutia 1. Fie A mijlocul lui (BC). Deoarece T este mijlocul lui (AM,,), avem
. A —. MA+2-MA
MT =3(MA+ MMA):E(MA+2~MA&). Din 2% _ 2 repulti ca MG = MATZMA - i cdiat
2 2 GA
W:%W (1)
Deci punctele M,G,T sunt coliniare.. YRR PPP PPN | o

Cum G, este centrul de greutate al trlunghlul MM Mc,folosmd relatla 1u1 Lelbnlz avem
3GG, =GM, +GM, + GM_ . Avem GM, =GA+ AM, si atunci

3GG,=>.GM, = Z(abﬁ A—I\/IA) =>"AM,, deoarece Y GA=0 (G este centrul de greutate al
triunghiului ABC). Avem AM, = AM + MM, = AM +2MA = AM + MB + MC . Atunci

3GG, =Y AM, = Z(W+W§+ Wf) => MA=3MG (formula lui Leibniz pentru triunghiul
ABC) deci

GG, =MG (2
Ceea ce Inseamna ca punctele M, G, G, sunt coliniare (deci M,G,T,G, sunt coliniare) si G este
mijlocul lui (MG, ) ............................................................................................. 3p

GT =TG, ceea ce inseamni ca T este mijlocul lui (GGl) 1p

b) Solutia 2. Folosim vectorii de pozitie in rezolvarea acestui subpunct. De la a) avem
r,+n,

. ) L L S . =
=——"= sicum I, +f, =T+, avem ;= E(rA +T + T, — T, ), relatie care, tinand cont de
. . L . o1

vectorul de pozitie al centrului de greutate al unui triunghi, devine I, = > (3 8 ) sau
2r =3-1;, -1, ©2(F -1y )=r, -1, sau 2GT = MG, ceea ce inseamnd ci punctele M,G,T
sunt coliniare. ...........ccovviiiiiiiiiiiiiiiaiiananns PR o

I N . 1 .
Avem T =§(rMA+rMB+rMC)=§(Z(rB ) (ZZr -3r, ) 2F, — T, , sau
I, —Ts =1 —Ty < GG, = MG, ceea ce inseamna ca punctele M, G, G, sunt coliniare si G este
MiJlocul Ui (MG). ... 3p

Rezultd atunci ca punctele M,G,T,G; sunt coliniare.
Din (1) si (2), avem 2GT :?Q :ﬁ#lfl , adica GT :'I'T-I-l, ceea ce inseamnd ca T este
mijlocul IUi (GG,). ...oooooiiiii e 1D
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Problema 3
Fie f :N"—>N" o functie monotona care pentru orice numar natural nenul n, verifica relafia:

f(f(n))=n+fQ).

a) Sa se arate cd functia f este strict crescatoare;

b) Sa se determine functia f .
Nicolae Papacu, Slobozia

Solutie.
Avem

fF(f(n))=n+f@®), vneN" (1)
Daci aplicam f relatiei (1), avem f (f (f (n))) = f (n+ f (1)) si inlocuind tot in (1) n cu f(n),
avem f(f(f(n)))=f(n)+ f(1). Deci
f(n+f@)=f(m)+fQa), neN (2)

a) Demonstram intéi ca functia este strict monotona. Daca prin absurd, f nu este strict monotona,

atunci In, peN", n= p, astfel incat f(n)= f(p). Atunci f(f(n))= f(f(p)) sideci

n+f@)=p+ f(), ceea ce este o contradictie cu n= p. Deci f este strict monotona.
Demonstrdm in continuare cd f este strict crescatoare. Presupunem prin absurd ca f nu este

strict crescatoare. Cum f este strict monotona, atunci f este strict descrescatoare si atunci

f (n +f(1))— f(n) <O si tindnd cont de (2), rezultd cd f (1)<O0, ceea ce este o contradictie .

Asadar functia f este strict crescatoare pe N”. ....3p
b). Cum f(n+2) > f(n), f(n), f(n +1)numere naturale atunci f(n +1)> f(n)+1 si atunci

mZ(f(n+k+1)— f (n+k))2k§1,adicé f(n+m)—f(n)>m, deci

k=0

f(n+m)>f(n)+m, vm,neN" (3)

Fie p= f (1), atunci relatia (2) se scrie:
fn+p)=f(nN)+p VneN" (4)

Daci in relatia din enunt, facem n=1, obtinem f(f(1))=1+ p, adica
f(p)=1+p (5
Cum f(p)=1+p>p="~f(@)),atunci p>1 sifolosind relatiile (1) si (3), avem
p+l=f(p)=FfQL+(p-1)=>f(M)+p-1=2p-1,deunde p<2.Din p>1si p<2,rezulta
p=2,deci f(1)=2.Imediatdin (5), obtinem f(2)=3, iar (4) devine
f(n+2)=f(n)+2 VneN" (6)
Prin inductie se demonstreaza ca pentru orice N,k € N7, are loc relatia:
f(n+2k)=f(n)+2k (4)
Imediat f(1+2k)=2+2k si f(2+2k)=3+2k,deci f(n)=n+1, pentruorice ne N*. ... 3p



