CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVIll-a, 23 martie 2024

Clasaa Vlll-a

Problema 1

Fie n un numar natural nenul si X, X,,..., X, € {—1,1}. Aratati ca daca
XXy + X Xg et XX A XXy XXy et XX At X X =0,
atunci n este patrat perfect.

Problema 2

Aflati ne N pentru care
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unde [X] este partea Intreaga a numarului real X.

Gazeta Matematica

Problema 3

Fie cubul ABCDA'B'C'D'cu AB=+/2 cm . Tn interiorul bazei ABCD se considerd punctul M
astfel incat XxMCD = xMDC =30".

a) Demonstrati ca distanta de la punctul M la planul (ABC")este mai mica decat % cm.

b) Calculati sinusul unghiului format de planele (MD'C") si (MA'B").

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.



Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Clasaa Vlll-a

Bareme de evaluare si notare
Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem se acorda punctaj maxim.

Problema 1

Fie n un numar natural nenul $i X, X,,..., X, € {—1,1}. Aratati ca daca
XXy + X Xg oot XX XX XXy et XX et X X =0,
atunci n este patrat perfect.

Solutie
Dacd X, X,,..., X, € {~11}, atunci termenii sumei sunt egali cu 1 sau -1.

Pentru ca suma lor sd fie egald cu 0, trebuie ca jumatate din ei sa fie +1

si cealaltd Jumatate S8 f1€ =L........cooiiiiii i 2p
n(n— -1
Numarul termenilor sumei este ( 5 ) si astfel vom avea ( 2 ) termeni egali cu +1
. n(n-1 . .
si (T) termeni €0ali CU =1 (L) .vciiiieieee e 2p
Consideram cd numarul elementelor x; egale cu -1 este k, de unde rezulta ca numarul celor
BUAIE CU L BSTE N — K ottt bbb 2p
Numirul termenilor de forma x,x; egali cu -1 va fi k(n—k) si, folosind relatia (1), se obtine
. n(n-1 n? —
egalitatea k(n—k)=gakn—k2=Tnc>4kn—4k2=n2—n ................................... 2p
Relatia este echivalenta cu 4k* —4kn+n? =n, de unde se obtine n=(2k — n)2 ...................... 1p
OFTCIUL 1ttt bbb bRt bbb bRttt b bbb 1p
Problema 2

Aflagi ne N" pentru care
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unde [X] este partea intreaga a numarului real x.
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Solutie
{kk:J {kzk_jl”} - {(k _1)k(_ﬁ1)+1} _ [k 14 k%l} KL VK €N e 3p
Ecuatia se rescrie 2-0+2°-1+2°-2+4...42"-(N=1) =27 -2022+4 .......covevvimnrriiiinriiriniinns 1p
221428 24..42" ~(n—1):2”+1(n—1)—(22 +23+...+2“):2"+l(n—1)—2“*1+4 ................. 3p

Ecuatia devine 2" (n —1) —2" 44 =2"%.2022+4

2" (N=2) = 2752022 ¢ N=2024 ..o 2p

Problema 3

Fie cubul ABCDA'B'C'D'cu AB =~/2 cm . In interiorul bazei ABCD se considerd punctul M
astfel incat KMCD = XMDC =30".

a) Demonstrati ca distanta de la punctul M la planul (ABC ')este mai mica decat % cm.

b) Calculati sinusul unghiului format de planele (MD'C") si (MA'B").
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Solutie

a) Fie CM nAD :{N}, O, centrul patratului BCC’B’, O, centrul patratului ADD’A
DO, L(ABC '), NQ L AD',Qe AD',NQ|| DO, = NQ L(ABC') .......................................... 1p

CO, L(ABC"),NQ_L(ABC"),C,M,N coliniare = proiectiile lor pe planul (ABC") sunt
coliniare i daca MP L( ABC'), atunci O,, P,Q sunt coliniare si CO, || MP|[NQ................. 1p

Triunghiul CDM este isoscel, cu unghiurile de la bazi egale cu 30°. In triunghiul CDN
dreptunghic si cu unghiul C cu masura de 30°, se demonstreaza ca triunghiul DMN este

J6

echilateral cu latura DN = 3 cm si M este mijlocul laturii NC........cccooeiiiiiiiiiiicce, 1p

n trapezul CNQO,, MP este linie mijlocie si MP = %, CO, =1cm

Nl
AANQ ~ AADO, = AN _ NQ 3 _NQ NQ=1—£ ........................................ 2p
AD DO, V2 1 3
1+1—£ N
MP = oo 1p
2 6 4

b) (MA'B")~(MD'C')=ST,S e AD,T eBCsi S, M, T coliniare

Triunghiurile MA’B’ si MC 'D’ sunt isoscele iar MR si MG sunt mediane si indltimi in aceste
triunghiuri

MR L A'B',A'B'[|ST =MR 1 ST, MG LD'C',D'C'||ST = MG L ST .....c.orrcccce 2p
«£((MA'B'),(MD'C")) = £(MR,MG) = £(RMG)

AARMG :1cm2 , AARMG = MR- MGéSIn RMG = sin RMG :ﬁm ................................... 1p
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