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Clasa a Xll-a

Problema 1
j‘ 1 T
Aflati aeR, a>1, astfel incdt | ———=dx=—.
0 \Ja+2xy1- X 4
Gazeta Matematica
Problema 2

Fie (Z,,+,-) inelul claselor de resturi modulo n, n>2 si multimea

A(Zn)Z{XEZn x2—x+i=f)}.

a) Daca a e A(Zn ) , demonstrati cd a este inversabil si & =a.
b) Daca multimea A(Zn) are un singur element, aratati cd n=3.

c) Daca n este un numar prim de forma n=6k +5,k € N, atunci A(Zn) este multimea vida.

Problema 3

1 X2

49 e
Sa se arate ca — < I -
36e e

ax<in&t.
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Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Clasa a Xll-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1
b 1 /4
Aflati acR, a>1, astfel incat [———=dx="".
0/a+2x1-x? 4
Romanta si loan Ghita, Blaj, G.M. 1/2024
Solutie
1
Fie 1 =J.;dx, Cu schimbarea de variabild x=sint (x=0=t=0, x=1=t =Z,
0 \a+2xy1- X2 2

T

cost

\/a+sm2 P

Cu schimbarea de variabild x =cost (x=0:t=%, x=1=t=0, dx=-sintdt), avem

dx =costdt ), avem | —j

0 2
—sint sint
Il = .2
;[ Ja+sin2t ! +sm2 P
2
. 2 i 2 i 2 sint —cost
Atunci 21 ==J'L+_S'ntdt=j cost +sint dt_j ( ) dt . veevereenn 2p
ova+sin2t o\/a+1 (sint—cost)’ \/a+ (sint—cost)’
. . sint—costg . 1 . 1 T .1
deci 21 =arcsin—————| =2arcsin———. Asadar | =arcsin———==—=arcsin—==a=1
Ja+l | Ja+l a+l 4 J2
. 3p
(@ 1100 1 SO PV PR PR 1p

Problema 2
Fie (Z,,+,-) inelul claselor de resturi modulo n, n>2 si multimea

A(Z,)=| -0}

a) Daca a e A(Zn ) demonstrati cd o este inversabil si o' =

b) Daca multimea A(Zn) are un singur element, aratati ca n=3.
C) Daca n este un numar prim de forma n=6k +5,k € N, atunci A(Zn) este multimea vida.
Nicolae Papacu, Slobozia
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Solutie

a) Fie a € A(Z,), atunci o® +i:(a +i)(a2 —a+i):f), adicd o® =—1 si deci «® =1, ceea ce

inseamnd o este inversabil $i @ =@ . ...ooiiiiiiii e e 2

b) Fie a € A(Z,) singurul element al lui a € A(Z,). Din &® —a+1=0, rezulta

a(i—a) = (i—a)a :i, ceea ce insemni ci @ ' =1-a . Din 0=a? —a+1=a? (i—a’l +a’2), si
a?inversabil, rezulti a?—a+1=0,deci o< A(Zn). Din unicitate, avem o™ = «, adica
i—a:a ©2a=1,deunde 2= Dar &' € A(Z,) siatunci 4-2+1=0, adica 3=0 si deci

C) Presupunem ci multlmea A(Z ) are cel putin un element si fie o € A(Z,,). Din primul

subpunct avem o® = 1.Cum n este un numar prim atunci (Zn,+, ) este corp si prin urmare

(Z’; , ) este grup comutativ cu n—1 elemente. Rezultd o™ =1 (Eventual se poate scrie direct din

6k+4 6k+4

mica teorema a lui Fermat) deci ™" =1.Cum a® =1, rezulta 1 =a®.a'=a'si

l1=a®=a®-a* =a®. Atuncidin a? —a+1=0, rezultd 1-a+1=0, deci & =2 si atunci

A

0=a’—a+1=4-2+1=3, ceeace nu este posibil in Z,_ pentru n=6k +5,k € N. Asadar

A(Z ) =D e AD
OFTCIUL 1ttt bbb bbb sttt bbb R bRttt bbb b 1p
Problema 3

1
Sésearatecéﬁéj.e dx<In—=.
36e e’ +1

Mioara Tudor, Slobozia

Solutie
: ‘e 0 oe e+l
Pentru x €[0,1], avem e* <e* si atunci f - dst' - dx:ln(ex+1)‘ =In—.....3p
0 €+ 0 € + 2

Folosind inegalitatea Cauchy Schwarz in forma integrala, avem ca:

(7] {1 ] (i)

2 2 2
2
Deoarecej e +1)dx e,avem e- .[ 1dx>[je J e e 1P
L 1 X2 X3 ! 7
Folosind inegalitatea cunoscutd €* >1+X, VxeR, avemj ezd J(l+?jdx—(x+€j :E'
0 0
.. .2p
Lo 13 %Y a9
Atunuj dx>= J'e2 >— 1p
0 €+ el s 36e



