CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a XlI-a

Problema 1

Fie ABeM, (Z) doua matrice simetrice. Demonstrati ca exista numerele intregi a,b,c astfel
incat (AB—BA)’ =—(a’ +b* +c*)(AB-BA).

(O matrice este simetrica daca este egald cu transpusa sa)

Problema 2

Fie sirul (x,) , datprin x, =1 si x,,; =/(n+1)X, , pentru orice numar natural n>1.

a) Aratati ca X, <n-1 pentru orice n>4.

b) Calculati lim %o si lim(x,—n).

n—oo n n—o

Problema 3

Fie a,beR cua<bsi f: [a, b] — R o functie neconstantd cu proprietatea lui Darboux.
Demonstrati ca, oricare ar fi neN", n>2, existd c;,c,,C,,...,C, €[a,b] cu ¢, <¢ <¢, <...<C,,
astfel incat numerele f (c,), f(c,), f(c,)...., f(c,) sunt, in aceasta ordine, termeni consecutivi

ai unei progresii aritmetice neconstante.
Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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CONCURSUL REGIONAL DE MATEMATICA
,,GHEORGHE MIHOC”
EDITIA a XXVll-a, 23 martie 2024

Clasa a XlI-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.
Problema 1

Fie ABeM, (Z) doua matrice simetrice. Demonstrafi ca exista numerele intregi a,b,cC
astfel incat (AB—BA)’ =—(a’+b’ +c’)(AB—BA).

(O matrice este simetrica daca este egald cu transpusa sa)
Rica Zamfir, Bucuresti

Solutie

Notim C=AB—-BAsicum A' = A, B'=B, avem

C'=(AB-BA) =(AB) —(BA) =B'A'~A'B'=BA-AB=-C............. 3p
Deci matricea C este antisimetrica si prin urmare a; =0, i €{1,2,3} si a; =—a;, i< j,
0O a b
i,je{1,2,3}. Notand a, =a, a;=b, ay,=c, ab,ceZ,avemC=|-a 0 c|.........1p
-b —c O
-a*-b*  —bc ac
Princalcul,avem C?=| —bc =@’ —C® =@ | ..coiiieiiiiieeeeeieeeee e 2D
ac -ab  -b*-c?
0 —a(a2+b2+cz) —b(a2+b2+c2)
si C*=|a(a”+b*+c?) 0 —c(a’+b*+¢?) |=—(a®+b*+¢*)C . o 3p
b(a2+b2+c2) c(a2+b2+c2) 0
0 a b
Observatie. Pentru matricea AB-BA=C=|-a 0 c|,cum trC=tr(AB—BA)=0,
b -c O
detC =detC' =det(—C)=—detC, adica detC =0,
. 0O ¢ [0 bl |0 a . . .
tr(A ): + + =—(a2 +b® +c2), atunci folosind formula Cayley — Hamilton
- O |-b O |-a O

C® =(trC)C* —(trC")C +(detC)l,, avem C°=—(a’+b*+¢?)C.
L0 T L PPN lp
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Problema 2

Fie girul (x,) , datprin x, =1 si X, =/(n+1)X, , pentru orice numar natural n=1.
a) Aratati ca X, <n-1 pentru orice n>4.

n—o0

b) Calculati “mF si IIm(X —n)

Marin lonescu, Pitesti
Solutie

a) Se demonstreaza prin inductie ca X, <n-1, vn>4 : X: = 48\/§ <81=3",

Xe = J(k+1) % < J(k+1)(k=1) =Vk®~1<k , K24 oo 2D

b) Se demonstreaza prin inductie cd X, >n—2, Vn>4: x; =482 >16=2%,
Xer = (K +1)%, > J(k+1)(k=2) =Vk?—k-2>k? ~dk+4 =k -2 , k> 4.

Din n—2<x, <n-1, rezulta 0 L e 2p

n—> N

Cum x, <n-1 pentru orice n>4, rezulta cd X, <n-1 pentru orice n>6.

6
Se demonstreaza prin inductie cd X, >N— 1—— vn>6:

X, —\/6\/5 Jaa 2 —\/6\/5 232 5610 > B3> 4- 5——

e =(k+1)x, = (k+1)[ k—1-= |=k*-1- 6(k+l)=k2—7—§2k2—8.Arétémcé
e k k k

12k 36 4k -8 S 36

2
k2—82(k—ij < k?-8>k?- + = > =
k+1 K+l (k+1) k+1 (k+1)

+

=S k—221<:>(k—2)(k+1)29,adevératépentru ca (k—2)(k+1)=4-7>9, pentru k >6.

k+1
Deci x,,, >k - 6 et snesneenn o oo B
’ k+1’
Asadar n—l—ESXn <n-1, adica 1-8< X, —n<-1 siatunci lim(x,-n)=-1.......... 1p
n n n—oo

Problema 3

Fiea,beR cua<b si f :[a, b] — R o functie neconstanta cu proprietatea lui Darboux.
Demonstrati cd, oricare ar fi neN", n>2, exista c,,c,,C,,...,C, e[a,b] CU C, <C <C,<...<C,,
astfel incat numerele f (CO), f (cl), f (CZ),..., f (Cn) sunt, in aceastd ordine, termeni consecutivi

ai unei progresii aritmetice neconstante.
Dan Stefan Marinescu, Hunedoara, G.M. 12/2023
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Solutie
Fie neN", n>2. Cum functia f nu este constant, atunci existd X,y €[a,b], x =y astfel incat

f(x)= f(y). Notim ¢y =min(X,y) §i €, =MaX(X,¥). --ccoceorrrimmimrreiiriierieniene e 1P

Fie r=w si numerele 4, = f (c,)+k-r, ke{1,2,3...,n-1}.

Se constatd usor cd numerele f (c,),4,4,,..., 4,4, f(C,) sunt in progresie aritmetica cu ratia

r .. 3p
n

Deoarece A, se aflaintre f(c,) si f(c,) si f are proprietatea Darboux (PD), atunci exista

c, e(c,.c,) astfel incat f(c )=4,. ettt e e e eeennens 2

Cum numarul 4, se afld intre 4 = f (Cl) §i f(c,) si f arePD, atunci exista c, €(c,,c,) astfel
incat f(C,)=A, . cooeieiiii, 1p

Inductiv, ajungem ca numarul A, se aflaintre 4_, = f(c,,) si f(c,) sicum f are PD, atunci
exista ¢, , €(c,_,,c,) astfel incat f(c, _,)=4,,.

Numerele aflate astfel, c,,c,,C,,...,C, au proprietatea din enuntul problemei. ............ ......2p



