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Clasa a X-a
Problema 1.
Pentru un numar natural nenul p, notam a, =1.2*.3.....p° si S, =1+2+...+ p. Si se arate ca
Sz’a 53, Sn a
1+ 22 + 26\3 S+t TR n > =1, unde n este un numadr natural nenul.
1+2° 1+2°+3 1+2°+3°+...+n

([a] reprezinta partea intreagd a numarului real a.)

Problema 2.

Fie ecuatia 2% =4x% cu xeR.
a) Rezolvati ecuatia in multimea (0,00).

. . D . T .1
b) Aratati ca ecuatia are o solutie unica pe intervalul (—oo, O) si precizati un interval de lungime 2

in care se afld aceasta solutie.

Problema 3.

Fie f :R > R o functie cu proprietatile:
i) f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y),oricarearfi x,yeR;
ii) Existd un cel mai mic numdr strict pozitiv a, cu proprietatea ca f (a)=max f >0, unde max f
reprezintd valoarea maxima a functiei f .
Ardtati cd f este o functie periodica cu perioada a.

Dati exemplu de o functie care verifica proprietéatile 1) si ii).
Gazeta Matematica

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 10 puncte.
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Clasa a X-a
Barem de evaluare si notare

Pentru orice solutie corecta diferita de cea din barem, se acorda punctaj maxim.

Problema 1.
Pentru un numdr natural nenul P, notam a, =1.2%.3.....p° si s,=1+2+...+p. Sa
’ 3’ Sp a
se arate ca |1+ % n =1, unde n este un numar natural

1+22 1+22+32 ' 1+22+32+...+n2

nenul.
([a] reprezintd partea intreagd a numdrului real a.)

Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie

Evident pentru n=1, raspunsul este 1. ..........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 1P

Pentru n> 2, folosind inegalitatea mediilor pentru s, :p(pTJrl) numere, avem
s\p/a=5\P/1-(2-2)-(3-3~3)o...-(p- pp) <1+(2+2)+(3+3+3)S+...+(p+ p+...+ p), adica
p
2 2 2

Sp

Spa
Asadar > \/;) > <l=—, rezulta atunci ca

142°+3+...+p® s, p(p+1)

S (sﬂ):zi[i_ijzz@_i)d, ......................... 3

S1+2°+3F +... 4P ~lp p+l n+1
Sela S 3 Sa
Cum 1+Z - \/;) > >1, rezultd ca | 1+ ~— \/,;Z =+ — = =1,
214+2°+3 4.+ p? 1+2 1+2 +3 1+2 +3°+...+n
pentru n> 2, rezultat care ramane valabil si pentru n=1.
Of|C|u ............................................................................................................................................... 1p

Problema 2.

Fie ecuatia 2% =4x* cu xeR.
a) Rezolvati ecuatia in multimea (O, oo) .

. . SR . T .1
b) Aratati ca ecuatia are o solutie unica pe intervalul (—oo, O) si precizati un interval de lungime 2

in care se afld aceasta solutie.
Marcel Popescu, Slobozia



Solutie

a) Fie xe (O, oo), atunci ecuatia se scrie log, 22 =log ) (4X2 ) , ecuatie care este echivalenta cu
ecuatia 2" =2+2log, x sau f(x)=g(x),unde f,g:(0,0) >R, f(x)=2", g(x)=2+2log, x.

Deoarece functia f este convexa iar functia  este concava, atunci ecuatia f (x)=g(x) are cel

mult doud Solutii Pe (0,00) . ....ouuriiriiriieiieee e 2p
Cum f(1)=g(1)=2si f(2)=g(2)=4, atunci ecuatia f(x)=g(x), deci si ecuatia 27 = 4%,
are pe (0,00) doar solutiile X =1, X, =2. ...t 2

b) Pentru x (—o0,0), avem log, x* = 2log, (—x) . In aceste conditii ecuatia din enunt este
echivalenta cu ecuatia 2 =2+2log, (—x) sau h(x)=0, unde h:(-x,0) > R,
h(x)=2"-2-2log, (—x). De asemenea h(x)=h (x)—h,(x), unde h,h,:(-=,0) >R,

h (x)=2"-2, h,(x)=2log, (—x) si cum functia h, este strict crescétoare iar functia h, este strict
descrescitoare, rezulta cd functia h=h —h, este strict crescatoare. Prin urmare ecuatia h(x)=0

are cel mult 0 solutie Pe (—00,0). ........oiiii s 3p

1 1
Avem h(—l):—§<0 si h[——j:—>0, deci ecuatia h(x)=0 are exact o solutie pe (—»,0),
2 2) 2
L0 ] - PN 1 o
3 3 3

Mai mult, cum I0923>§,atunci h[—%):Z“—2—2I092%=24+2—2I0923<24 ~1<0, ceea

. . 3 1 . . 9 . . .1
ce inseamna ca X, € 7737 adica solutia se gaseste intr-un interval de lungime VR 1p
OFICIU .ottt e e e s Ip
Problema 3

Fie f:R —> R o functie cu proprietatile:
i) f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y),oricarearfi x,yeR;
ii) Exista un cel mai mic numar strict pozitiv a, cu proprietatea ca f (a) =max f >0, unde

max f reprezinta valoarea maxima a functiei f .
Aratati ca T este o functie periodica cu perioada a.

Dati exemplu de o functie care verifica proprietatile i) si ii).
Marius Dolcan, Deva, GM 12/2023

Solutie

Avem f(x+y)+f(x—y)=2f(x)f(y) (1)

oricarear fi x,yeR.

In(1) x=y=0=2f(0)=2f?(0), deunde f(0)e{0,1}.

Daca f(0)=0, luam y=0 in (1) si obtinem 2f (x)=2f (x) f (0)=0, vxeR, adica f(x)=0,
Vx eR, contradictie cu f(a)=max f >0. Asadar f(0)=1. ... ..o, 2p
Tn (1) facem x =Y si atunci pentru orice x R, avem
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f(2x)+1=2f%(x) (2)
In (2) ludm x=a sicum f(2a)<f(a)=max f, avem 2f*(a)=f(2a)+1< f (a)+1, de unde

f(a)e{—%,l}.Deoarece f(a)=maxf >0, f(0)=1,rezultica f(a)=1.

In (2) luam x =% siavem f(a)+1=2f? (%j . Deoarece f(a)=1, obtinem f (%j e{-11}. Cum

.. - . .. . . a
a este cel mai mic numdr strict pozitiv pentru care f(a)=max f =1, rezulta ca f (Ej =-1.

Tn (2), facem x =2 i obtinem 0= f| & |+1=2f2 2|, adica [ 2 |=0
4 2 4 4

Tn (1) facem y:E si obtinem f(x+gj+ f (X—E):Zf (x) f (EJ:O,adicé
4 4 4 4

a a a
f(x+zj:—f (X_Z)’ vx eR sau notand t=x—%, avem f(t+5):—f (t), VteR si atunci

f(t+a)=f ((H_%}_SJ =—f (t+%j = f(t), VteR, ceea ce inseamnd cd a este perioadd a

functiel T ..o e e e e 2
Un exemplu de functie este f :R >R, f(x):cosx, Ar @=27 ..oiviveieiieiiiie e 2P



